Capitulo 6

Aplicaciones lineales

6.1. Definicion.

Sean U y V dos K-espacios vectoriales. Una aplicacién f: U — V se dice
que es una aplicacion lineal, si satisface:

Lo flur +ug) = flug) + f(uz), con uy,uy € U.
2. f(k-u)=Fk- f(u),conuelUykeK.

Estas dos condiciones, nos vienen a decir que: una aplicacién, sera lineal,
si la aplicacién ”conmuta” con la suma y el producto (que recordemos que
son las operaciones que definen un espacio vectorial). Recordemos que la
propiedad de una operaciéon de ser conmutativa, nos viene a decir, que no
importa el orden en que se opera. El producto es conmutativo porque no in-
fluye en el resultado el orden en que multipliquemos dos niimeros cualquiera
x e y: xy = yx. Si trasladamos esto al concepto de aplicacion lineal, lo que
obtenemos es que una aplicacion es lineal cuando obtenemos el mismo resul-
tado sin importar el orden entre .®Valuarz .°perar”; es decir, resulta lo mismo
si primero sumamos dos vectores y luego los evaluamos por medio de la apli-
cacion lineal, que si primero evaluamos cada vector y sumamos sus imagenes.

Estas dos condiciones se pueden resumir en una sola:

Sean U y V dos K-espacios vectoriales. Una aplicacion f : U — V se
dice que es una aplicacién lineal, si satisface:

f(k‘l cUuUp + kz . UQ) = k‘l . f(ul) + k’g . f(UQ), con Uy, Us € U y kil,k‘g c K.
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Esta ”condicion resumen” indica que las aplicaciones lineales conservan
la linealidad, que es la condicion esencial de un espacio vectorial. Podriamos
decir por lo tanto, que una aplicacién lineal conserva la estructura de
subespacio vectorial.

Propiedades importantes:

Sean U y V dos K-espacios vectoriales. Si f : U — V es una aplicacion
lineal, entonces:

- f(0)=0.
o f-u)=—f(u)

L] f(kl 'u1+k2-uQ+...+/€n-un) =k ~f(u1)—i-k:2-f(u2)+...+k2-f(u2),
con Uy, U, ...,y € Uy ky, ko, ...k, € K.

La propiedad 1 es de gran ayuda para cuando estamos comprobando
si una aplicacién es o no es lineal. Es importante resaltar que es una
condicién necesaria (no suficiente), por lo que una aplicacién que no cumpla
la condicién no puede ser aplicacion lineal, pero una aplicaciéon que si la
cumpla, no necesariamente serd lineal. Por lo tanto, la ventaja principal
serd que nos va a permitir descartar de forma rapida las aplicaciones que no
cumplan con esta condicion.

Ejemplo: aplicaciones lineales por definicion.

Estudie cuales de las siguientes son aplicaciones lineales,

1. f:R® — R3 definida por f(v) = , con k un numero real fijo.
f:R® — R3 definida por f(z,y,z) =
f:R® — R3 definida por f(z,y,z) =

. f:R® — R3, definida por f(z,y,2) =

f — (

‘R3

R2, definida por f(x,y, 2
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6.1.1. Expresion analitica.

La expresién analitica de una aplicacion lineal f : U — V, entre los
K-espacios vectoriales U y V', es aquella que nos describe los vectores del
espacio de llegada como la imagen de un vector en el espacio de salida, es
decir, es d ela forma f(u) = v, siendou € Uy v € V.

Nota: Las aplicaciones descritas en el ejemplo anterior, estdn expresadas
en forma analitica.

6.1.2. Expresién matricial.

Si tenemos una aplicacion lineal f: U — V', entre los K-espacios vecto-
riales U y V, con bases By = {uy, ug, ..., un} y By = {v1, v, ..., v }, entonces
sucede que f(u;) es combinacion lineal de elementos de la base Sy, es decir,
que para todo w; € By existen a;; € K de forma que

m
flug) = arju1 + agjvs + ...V, = E a;;v;,
i=1

lo que implica que para cualquier vector u € V', que a su vez se podra escribir
de la forma

U = T1U] + ToUs + ...TpUy = E TUj,

se tiene que

3
3
3
g

j=1 7j=1 7j=1 =1
n o m m n
= Z Z(%aiii)vi = Z(Z i) i,
7=1 =1 =1 j=1

de donde se deduce que cuando ug, = (x1, 2, ..., T,), entonces
n n n
FWay = O 15015, Y Titiag, -y Y Timg)-
i=1 =1 =1
Simplificando notacién y llamando f(u)s, = (y1, Y2, ..., Yn), tenemos que

n
Y; = E T;Ai5 = ;171 + appx9 + ... + AinTn,
J=1
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que no es mMas que un sistema de ecuaciones lineales con n incognitas y m
ecuaciones, que podemos expresar en forma matricial de la forma

1 ai; G2 ... Qip T
Yo _ Q21 G22 ... Q2p Lo
Ym A1l Om2 - Opp Tn
A la matriz,
a1 a12 Q1n
921 99 Qo
Mg, 5, =
A1 Am2 -+ Gmn

la llamamos matriz de la aplicacion lineal respecto de las bases [y y Sy.
A la expresion f(u)g, = Mg, p,us, la llamamos expresiéon matricial de la
aplicacién lineal.

Ejemplo: expresion matricial y analitica de una aplicacién lineal.

1. Sea f : R* — R? una aplicacién lineal definida por:
£(1,1,1,1) = (0,0,1), f(1,0,1,0) = (1,1, =1)

f(1,1,1,0) = (0,0,—1), f(—1,—-2,0,0) = (1,1,1),

determinar la matriz asociada a f y explicitar las bases de referencia.
2. Sea f :R3 — R? una aplicacién lineal definida por
f(zyy,2Y ==y + 2,z +2y — 22),
determinar la matriz asociada a f y explicitar las bases de referencia.

3. Sea f: R* — R3 una aplicacién lineal cuya matriz asociada es

1 0 00
A‘<1—112>’

determinar la expresién analitica de f.
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6.2. Imagen y antiimagen.

Sea f: U — V una aplicacion lineal y uw € U. Al vector v = f(u) € V lo
llamamos imagen del vector u. Ademas, el vector u € U, es la antiimagen
del vector v € V', y se denota por u = f~1(v).

Sea f : U — V una aplicacion lineal y FE un subespacio vectorial de U
y F un subespacio vectorial de V. Llamamos imagen del subespacio E al
subespacio

f(E) ={f(u)lue E}.

Llamamos antiimagen del subespacio F, al subespacio

fHF)={uellf(u) € F}.

Propiedades importantes:

= Sea f: U — V una aplicacién lineal y F un subespacio vectorial de U,
entonces f(FE) es subespacio vectorial de V.

= Sea f: U — V una aplicacion lineal y F' un subespacio vectorial de V,
entonces f~!(F) es subespacio vecotiral de U.

» Sea f: U — V una aplicacién lineal, si {uy, ug, ..., uxr} es un sistema
generador de U, entonces { f(u1), f(ua), ..., f(ux)} es un sistema gene-
rador de V.

= Sea f : U — V una aplicacion lineal y E un subespacio vectorial de
U y F un subespacio vectorial de V. Si E =< uq, us, ..., ux > entonces

F=< f(u1)7f(u2)7 7f(uk) >

Esta propiedad nos permitira encontrar la imagen de cualquier subes-
pacio vectorial del espacio de salida, como el subespacio generado por las
imégenes de un sistema generador de dicho subespacio.
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Ejemplo: imagen / antiimagen de vectores y subespacios.
Sean f:R® — R3*yg:R3 — R? las aplicaciones lineales definidas por

flx.y,2)=(x+y+2z0+y,2);

g($,y,2) = <$—y,$+z)»

y scan los subespacios vectoriales V =< (1,—-1,0),(1,1,1) >y W =
{(BX\, 2\, V)| A € R}. Calcule:

L f(V)yg(V).
2. £71(0,0,0) v g71(2,2,1).

3. f1(W).

6.3. Nucleo e Imagen.

Se define el nicleo de una aplicacion lineal f : U — V. y se denota
por Nuc(f) o Ker(f), como el subespacio vectorial formado por todos los
vectores del espacio de salida cuya imagen es el vector trivial del espacio de
llegada,

Ker(f) = {u € Ulf(u) = 0}.

Se define la imagen de una aplicacion lineal f : U — V, y se denota
por Im(f), como el subespacio vectorial formado por todos los vectores del
espacio de llegada para los que existe una antiimagen,

Im(f) ={v € V| existeu € Utalquef(u) = v}.
Nota:

= Kerf es un subespacio vectorial del espacio vectorial U.

= Imf es un subespacio vectorial del espacio vectorial V.

6.3.1. Ecuaciones del ntcleo y la imagen.

El nticleo de una aplicacién lineal f : U — V es, por definicion, el
conjunto de vecotres u € U tales que f(u) = 0, por lo tanto, sus ecuaciones
pueden encontrarse resolviendo el sistema homogénco.
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La imagen de una aplicacién lineal f : U — V es, por definicién, el
conjunto de vecotres v € V' para los que existe u € U para el que f(u) = v,
por lo que se trata de encontrar condiciones sobre v para que el sistema
propuesto sea compatible.

6.3.2. Dimensiéon y base del niicleo y la imagen.

El ntcleo y la imagen de una aplicacién lineal f : U — V son subespacios
vectoriales de U y V respectivamente, y por lo tanto, el cédlculo de las
dimensién o la base de cualquiera de ellos se hace de manera analoga a cémo
se hace para cualquies subespacio vectorial, una vez que tenemos el nicleo
y la imagen descritos a partir de sus ecuaciones.

Ejemplo: nicleo e imagen de una aplicacion lineal.
Sea f : R* — R? una aplicacién lineal definida por:

f(17 17 lv 1) = (07 07 1)7 f(17 07 17 O) = (17 17 _1)

f(1,1,1,0) = (0,0,—1), f(—1,-2,0,0) = (1,1,1),

determinar unas ecuaciones del ntcleo y la imagen, una base y su dimension.

6.4. Algunas definiciones basicas.

6.4.1. Inyectivo, sobreyectivo, biyectivo.

Una aplicacién lineal f : U — V es inyectiva si y sélo si Kerf = 0.

Una aplicacién lineal f : U — V es sobreyectiva (o suprayectiva) si y
solosi Imf =1V.

Una aplicacién lineal f : U — V' es biyectiva si y sélo si es inyectiva y
sobreyectiva.

Dada una aplicacién lineal f : U — V, se llama rango de f, rang(f), a
la dimensién de Imf, es decir,

rang(f) = dim(Imf).

Propiedades importantes:
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= Dada una aplicacion lineal f : U — V, si U es de dimensién finita,
entonces Kerf e Imf son también de dimensién finita y se cumple que

dimU = dim(Kerf) + dim(Imf).

» Dada una aplicacién lineal f : U — V con dim(U) = dim(V'), ambas
dimensiones finitas, entonces f es inyectiva si y sélo si f es sobreyectiva
si y sélo si f es biyectiva.

6.4.2. Isomorfismo, endomorfismo, automorfismo.

Una aplicacion lineal f : U — V es un isomormismo de espacios
vectoriales si es una aplicacién biyectiva.

Una aplicacion lincal f : U — U es un endomorfismo de un espacio
vectorial U.

Un automorfismo es un endomorfismo biyectivo.

Dos espacios vectoriales se dicen que son isomorfos, y se denota por
U =V, si existe un isomorfismo entre ellos.

Sean U y V dos L-espacios vectoriales de dimension finita, entonces
U =V siysolo st dim(U) = dim(V).

6.4.3. Operaciones.

6.5. Cambio de base.

Anélogo a lo expuesto en el tema 4 sobre la matriz de cambio de base en
espacios vectoriales.
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Ejemplo: otras bases.
Sea f : R* — R? una aplicacién lineal definida por:

f(1,1,1,1) =(0,0,1), f(1,0,1,0)=(1,1,-1)
f(17 ]-7 170) = (0707 _1)7 f(_]-7 _27070> = (17 ]-7 1)7
determinar,
1. la matriz de f respecto a las bases candnicas.

2. la matriz de f respecto de la base candnica de R* y la base f =
{(1,1,1),(1,0,1),(1,1,0)} de R3.

6.6. El espacio de las aplicaciones lineales.

Dados dos K-espacios vectoriales U y V, denotamos por £(U, V) al con-
junto formado por todas las aplicaciones lineales de U a V, esto es,

LU, V)= {f:U— V|f lineal}.
Ademas, definimos las operaciones,

» Suma: dadas f,g € L(U,V), se define la suma f+ ¢g: U — V como la
aplicacion (f + g)(u) = f(u) + g(u)

» Producto: dada f € L(U,V)y k € K, se define el producto kf : U — V
como la aplicacion (kf)(u) = kf(u)

Con estas dos operaciones, L(U, V') tiene estructura de K-espacio vectorial,
que denominamos como espacio vectorial de las aplicaciones lineales de U y
V.

Si tenemos dos K-espacios vecotirales U y V de dimensiones n y m res-
pectivamente, entonces L(U, V') es isomorfo a M,,,(K), lo que implica que

dim(L(U,V)) = dim(U)dim(V").

6.6.1. Espacio dual.

Se llama espacio dual de un K-espacio vectorial V', y se denotara por V*,
al espacio vectorial V* = L(V, K). A os elementos de V* se les llama formas
lineales sobre V. V* es isomorfo a V.
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6.7. Teorema de Isomorfia.

Recordemos (Tema 4): Sean V' un K-espacio vectorial y U un subespacio
vectorial de V. Se dice que vy, v9 € V estan relacionados médulo U si vy —v; €
U. Entonces V/U es un K-espacio vectorial con las operaciones + y -,

[u] + o] = [u+ 0]
klu] = [ku]
y lo llamamos espacio vectorial cociente de V' por U.

La aplicacién lineal 7 : V. — V/U, con w(v) = [v] (las clases de
equivalencia de v), se llama proyeccién canénica y tiene las propiedades de
ser suprayectiva y Kerf = U.

Teorema de Isomorfia. Si f: U — V es lineal, entonces

Imf=U/Ker(f).

Descomposicion candnica de una aplicacién lineal. Si f : U — V
es lineal, entonces se puede descomponer de la forma

f=jogom,

donde 7 : U — U/Kerf es sobreyectiva, g : U/Kerf — Imf es isomorfismo,
y j:Imf — V es inyectiva.

6.8. Ejercicios resueltos.

Ejercicio 01:
Sea f :R3 — R* la aplicacién lineal dada por

f(xvyaz) i (2:1:—y—z,x+2y—3z,y—z,x—y).
1. Calcule una base y unas ecuaciones de la imagen y del nticleo de f.

2. Calcule una base de f(U) donde U es el subespacio de R? generado por
la ecuacion z +y — 32 = 0.

3. Calcule unas ecuaciones de f~1(W) donde W es el subespacio de R*
W=A{(z,y,z,t)|[x+y+2z—t=0,x+2y—2z=0}.
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Ejercicio 02:
Sea f : R?* — R? la aplicacién lincal dada por

f($7y72) = ($ + Y,z _Z)'

1. Calcule una base y unas ecuaciones de la imagen y del niicleo de f.

2. Calcule la descomposicién canoénica de f.

Ejercicio 03:
Sea f: R?* — R* una aplicacion lineal. Se sabe que

(1,1,3) € Kerf

y que

f(1,0,1) = (1,2,3,4); f(1,1,0) = (1,0,1,0); f(2,1,1 + b) = (b, b, 2b, 2b)

para cierto b € R. Determine el balor de b y calcule la matriz de f en las
bases candnicas y una base de Imf.

Ejercicio 04:
Sea f : R? — R? una aplicacion lineal. Se sabe que

(3,1) € Kerf,

(1,=5,2) € Imf,

y que la segunda coordenada de f(—1,2) es 10. Determine la matriz de f en
las bases canonicas.
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Ejercicio 05:
Sea f : R* — R? una aplicacién lineal. Calcule la matriz en las bases canéni-
cas de f, sabiendo que se verifica que

f(1,0,0,0) = (1,0,0), f(0,1,0,0) = (0,1,0),

y que ademas

Kerf ={(z,y,z,t)|lt—2y+2+t=0,24y—22+t=0,20 —y—2z+2t = 0}.

Ejercicio 06:
Decida si existe una aplicacién lineal f :R® — R* con

Kerf =< (0,1,2,3,4),(4,3,2,1,0),(1,1,1,1,1) >,

Imf =< (1,0,—1,0),(1,1,1,2),(1,1,1,1),(1,2,3,4) > .

Ejercicio 07:
Discuta si la aplicacién lineal f : R® — R? con

flz,y,2) = Qe +y+4z,x+y+2z,2+y+3z2)

es biyectiva, y en caso afirmativo, encuentre su inversa.
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Ejercicio 08:
Sea f : R* — R? la aplicacién cuya matriz asociada en las bases candnicas

es,
1 000
-1 11 2 )’
b = {(1, 1, 1,0), (1, 1,0,0), (1,0,0,0), (1, 1,1, )},
By = {(17 1)7 (072)},

bases de R* y R? respectivamente.

y sean

1. Calcule Mpg,3,(f).

2. Calcular una base de Kerf y Imf en las bases canénicas.

3. Calcular una base de Kerf y Imf en las bases 81 y [s.

Ejercicio 09:

Se define la aplicacién lineal f : R? — R;[z], donde R;[z] es el espacio
vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 1 con coeficientes
reales, mediante

F(1,00=1—a, f£(0,1) = 1.

Calcula el nicleo y la imagen de f.
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Ejercicio 10:
Sea f:V — V un endomorfismo y

B - {(17 1, 1)C7 (17 L, 0>C7 (07 L, 1)C}

una base de V, siendo C la base candnica de V. La matriz asociada a f viene
dada por,

= W
=
o o2

donde a,b e Ry f(1,-3,0) = (=7, —3,—10 =4.
1. Demuestre que a =1y b= 1.
2. Calcule Mee(f).
3. Calcule Mgs(f).

4. Determine las ecuaciones cartesianas, la dimension y una base de Ker f
tomando como sistema de referencia la base C.

5. ;Puede la dimension de Kerf ser distinta si considermaos la base C o
la base 87.

6. Determine las ecuaciones cartesianas, la dimension y una base de I'm.f
tomando como sistema de referencia la base .
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Ejercicio 11:
Sea f : R?* — R? la aplicacién lineal definida por

fx,y,2)=(x+y+zo+ay+z0+y+az).

1. Hallar el valor de a para el que f no es inyectiva, y para dicho valor,
determinar una base de Kerf y otra de Imf.

2. Para a = 0, hallar la matriz Mee(f) donde C es la base canénica de R?.

3. Para a = 0, hallar la matriz Mgs(f) donde

g =1{(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}

es una base de R? .

Ejercicio 12:
Sean las bases U = {u1, us, uz}, de R®, y W = {wy, wq, w3, ws}, de R y sea
la aplicacién lineal f: R3 — R*, definida por

f(ul) = 2w1 — W9 — 3ZU3,

flug) = —wy + wy — w3 + wy,

f(uz) = wa + wy.

Calcular la matriz asociada a f y las ecuaciones, una base y la dimensién del
nicleo y la imagen de f.
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Ejercicio 13:
Sea f : R® — R3 la aplicacién lineal dada por

-1 -2 0 -1

Hallar bases de R* y R3 para que la matriz de f respecto a ellas sea

1 0(0 O
0 1/0 0
0 010 O




