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en los racionales. En el ano 1875, K.J. Thomae modified la Funecion de Diriehlet
de la siguiente manera:

0 stxreR\Q
T'(z)= i s = E donde p v q son primos entre si

lsiz=0

Teorema 1.1. La Funecion de Thomae es continua en los nimeros trracionales
y discontinua en los racionales.

Demostracidn. Veamos, en primer lugar, que T es discontinua sobre Q. Sea xp =
E un mimero racional irreducible arbitrario. Como el conjunto de los mimeros
rracionales es denso en R, podemos elegir una sucesion de miumeros irracionales,
()22, tal que z,, — xy cuando n — oc.

Por definiciom, T(x, ) = 0 para todo n € M, mientras que T(xg)= i = 0,
es decir, imy, . T{x,) # T{x). Esto prueba la discontinuidad de T en x5 €
v como rg es arbitrario, concluimos que T es discontinua sobre ().

Para probar que T es continua sobre los irracionales, serd suficiente de-
mostrarlo en los irracionales positivos, IT. Tomemos cualquier x; € IT v sea
0 < g < 1. Elijamos un N € H tal que ﬁ < £. Nuestro objetivo es determinar un
intervalo abierto con centro en xy, digamos J, que no contenga ningiin racional
de la forma

2 3 1 2 N-—-1

“EE————
L] 5

1 1
2' 3" 3" 4" 4 5 5 77 N

Figura 1.1. Funcidn de Thomae



Supongamos que hemos obtenido el intervalo J v tomemos cualquier x € .J.
Notemos ahora que:

m sz es irracional, entonees T(x) = T(xy) = 0 v en consecuencia
|T(x) —T(x1)| =0 < &

m =i r es racional, entonces dicho mimero no es ninguno de los que aparecen en
la sucesion anterior v, en consecuencia, su denominador debe ser mayor que
N, es decir, r es de la forma E con g > N v, por consiguiente,

1 1
|T(x) — T(x1)| = |T(z)] = E < v 5 -3

Esto demuestra la continuidad de T en xy v la prueba finalizard una ves
hayamos construido el intervalo J.

El procedimiento para obtener el intervalo abierto .J es el siguiente: co-
menzamos escogiendo un 4; > 0 de modo que el intervalo (xy — §y. 11 + 61) no
contenga ningin niumero natural. De inmediato seleccionamos otro 4 > () tal
que el intervalo ablerto (i —da, r1 +462) no contenga ningiin racional de la forma
F con m y 2 primos entre si. Siguiendo con este procedimiento, podemos hallar

un d; > 0 tal que el intervalo (x4 — 8,1y + ;) no contenga ningiin racional de
la forma T, con m y k primos entre si y k=1,2,...,N.

Definiendo 8 = min{dy,...,dx}. resulta que el intervalo J = (x1—4, r1 +4)
no contiene ningin racional de los que aparecen en la anterior sucesion vy la
demostracidon concluve.
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