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Resumen

La integral definida es la herramienta matematica que viene a formalizar y dar rigor
al concepto clasico de area. Aunque Newton y Leibniz ponen encima de la mesa el tema, y
desarrollan la teoria que permite sistematizar el calculo de integrales, sera Riemann el primero
en dar una definicién rigurosa del concepto. El trabajo que aqui se presenta se divide en tres
partes. En la primera parte se formaliza la integral definida en el sentido de Riemann; en la
segunda parte se habla sobre la integraciéon geométrica como origen del concepto de integral;
y en la tercera parte, se ilustra una de las diversas apilicaciones de esta herramienta: el
calculo de longitudes.
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Introduccion

Una definicién, cominmente aceptada, de area, seria la que la define como la cantidad de
cuadrados de lado unidad que caben en una regién dada. Esta definicién, que en un principio
nos resulta sencilla, o intuitiva, desde el punto de vista de la geometria clasica, presenta cier-
tas complicaciones a la hora de ser formalizada con el rigor que requiere cualquier concepto
matematico. Por ejemplo, jcudl seria el sentido de decir que el drea de un disco de radio 1 es
7 cuadrados?. O, quizd més ilustrativo, sea el ejemplo utilizado por [10]: dada una funcién



f:00,1] = {1,2}, con f(z) =1siz € Q,y f(z) =2six € R/Q. ;Esta funcién delimita un
area?, y en caso de que la respuesta sea si, jel drea es 1, o es 27.

Aunque como veremos en la segunda seccién de este trabajo, el concepto de integral sea
quizéd uno de los conceptos mas antiguos de la matemaética, no se conseguira desarrollar has-
ta la época de Newton y Leibnitz. Desde ese momento, la integral ha sido foco principal
de estudio de muchos matematicos, en la busqueda de comprensién, rigor, interpretacién,
y aplicabilidad. Riemann fue el primero en dar una definicién formal del concepto de inte-
gral definida! (4rea), que es a dia de hoy la mas extendida por su utilidad en multitutd de
aplicaciones comunes (calculo de longitudes, dreas, volimenes, centro de gravedad, centro de
masas,...).

Este trabajo desarrolla tres secciones diferenciadas. En la seccién 1 se introduce el concep-
to de integral de Riemann, su definicién formal y sus propiedades, asi como las condiciones
que debe cumplir una funcién para poder ser integrable Riemann. Se terminard demostrando
el Teorema Fundamental Del Calculo Integral que sistematiza el cilculo de primitivas. En la
seccion 2, dedicada al desarrollo de un tema historico relacionado con el concepto, se hablara
de los origenes de la integral como un método geométrico de aproximacion exhaustiva desa-
rrollado por Eudoxo y llevado a la fama por Arquimedes. En la seccion 3, que se dedica a
exponer una aplicacién actual de la integral definida, ilustramos como esta herramienta nos
permite calcular distancias sobre lineas curvas.

1. Integral de Riemann.

Supongamos una funcién f tal que f(x) > 0? dentro de un intervalo [a, b]. Denotaremos
por R(f,a,b), y lo llamaremos integral de f sobre [a,b], al drea de la regién limitada por esta
funcién f, el eje horizontal, y las rectas verticales z = a y z = b (Figura 1). Supongamos
ademds, que sobre el intervalo [a, b] la funcién f tiene un valor minimo, m, y un valor méximo,
M. Resulta intuitivo decir que

m(b—a) < R(f,a,b) < M(b—a),

puesto que, tanto m(b — a) como M (b — a), pueden ser interpretados como el drea de dos
rectanculos situados sobre el intervalo [a, b], y de alturas m y M, respectivamente.

Una mejor aproximacion al valor de R(f,a,b) se podria conseguir al utilizar rectanculos
maés finos en sustituciéon de un tnico rectangulo de base b — a. Supongamos que, por ejemplo,

LCabe decir en este punto, que el concepto de integral es un concepto en constante desarrollo, inlcuso actualmente
se avanza en su estudio buscando formas alternativas, quizd mas generales, de definir, aplicar e interpretar esta
herramienta. La integral de Riemann es, en cierto sentido, restrictiva, y no puede, por ejemplo, resolver el problema
que planteabamos en el primer parrafo para una funcién con infinitas discontinuidades. Para ello es necesario la
definicién de integral que introdujo Lebesgue unos anos después de Riemann. Como ejemplo de que la integracién
es un tema de investicacién actual, podemos referenciar a [4] donde se propone una adaptacién de la integral de
Riemann-Stieltjes donde la integracién se realiza, no con respecto a una variable o a una funcién, sino con respecto
a un proceso estocastico.

2Suponer que f sea una funcién positiva nos va a permitir simplificar todo el discurso y expresar los resultados de
forma maés sencilla que si esta condicién no existiera. Esto no quita generalidad a los resultados desde el momento
en que cualquier funcién se puede expresar como la diferencia de dos funciones positivas. Si f es una funcién
cualquiera, entonces f = f* — f~, donde f* = maxz{f,0} y f~ = maz{—f,0}, y ambas funciones f* y f~ son
positivas. Intuitivamente podemos entender que el area delimitada por f podra obtenerse como la suma de las dreas
de las regiones delimitadas por f* y f~. Formalmente esto se garantizard en la seccién 1.2, cuando se demuestren
las propiedades de la integral definida.



R(f.a, b) / Im

Figura 1: Area delimitada por una curva, el eje horizontal, y dos rectas verticales; y acotacién robusta
de dicho area a partir de dos cuadrados.

a=x, x; X3 X3 b=x, a=x, x; Xy X3 b=x,

Figura 2: Acotacién geométrica del drea de una curva a partir de una particién del intervalo [a, b].

se seleccionan los puntos a = g < 1 < T3 < 3 < b = 4. En cada subintervalo [x;_1, 2],
la funcién f tendrd un valor minimo, m;, y un valor maximo, M; (Figura 2). La suma de
las dreas de los rectanculos para las alturas minimas, resultard una cota inferior del valor de
R(f,a,b) -puesto que cada rectdngulo estara enteramente contenido en la zona delimitada-,
y de la misma manera, la suma de las dreas de los rectangulos para las alturas maximas,
resultard una cota superior -puesto que cada rectangulo contiene enteramente una zona del
area delimitada-. Asi, podriamos decir que

4

4
> (@i —zio)mi < R(f,0,b) <> (@ — 2im1) M,

i=1 =1

y esto resulta intuitivo independientemente de cuales sean los puntos x1, z2, r3 seleccionados
dentro del intervalo [a, b].

Definicién 1.1. Dados a < b, llamamos particién del intervalo [a,b] a toda coleccion finita
de puntos dentro del intervalo, de forma que uno de ellos es a, y otro es b. De forma comin
puede escribirse a = xy < 1 < T3 < ... < T, = b. La particion P = {xg, z1, 2, ...,zn} dard
lugar a una division del intervalo [a,b] en n subintervalos contenidos en él.

Definicién 1.2. Sea P = {zg,x1,22,...,xn} una particion del intervalo [a,b], y sea t; un
punto de cada subintervalo determinado por dicha particion t; € [x;_1,x;]. Llamaremos suma
de Riemann de la funcion f para la particion P al numero

o(f,P) = f(t:) (i —wia).
i=1



Puesto que en cada subintervalo de una particién P existird un valor que sera minimo,
m;, o maximo, M;, de entre todos los posibles para la funcién dentro de ese intervalo, ha de
suceder que m; < f(t;) < M;, para todo t; € [x;—1,x;]. Esto nos permite definir una suma
(de Riemann) superior y una inferior que serdn unicas para cada particion.

Definicién 1.3. Supongamos que f es una funcion acotada sobre el intervalo [a,b], y sea
P = {zg,x1,2,...,x} una particion de [a,b]. Sean m; = inf{f(x)|z € [zi—1, 2]}, y M; =
sup{f(z)|z € [xi—1,x;]}, los valores minimo y mdzimo de la funcion en cada uno de los
subintervalos determinados por la particion P, respectivamente. Llamaremos suma inferior
de f para P, y la denotaremos por s(f,P), a la suma

8<f, P) = Zmz(acl — mi_l).

De forma andloga, llamaremos suma superior de f para P, y la denotaremos por S(f, P),
a la suma

S(f, P) = ZMZ(x, - xi_l).
i=1

Notese, que la condicién de f de estar acotada es indispensable para garantizar la exis-
tencia de un valor maximo y un valor minimo, dentro de cada subintervalo delimitado por
los puntos de la particién. Ademas, puesto que no se estd exigiendo que la funcién f sea
una funcién continua, estaremos obligados a definir los valores m; y M; como un infimo y un
supremo, pues de definirlos como un minimo y un maximo, podrian no existir. Esta definicién
generaliza la idea de acotacién del valor de R(f,a,b) por medio de la suma de las reas de
rectdngulos contenidos o que contienen la zona delimitada por la curva de f en el intervalo
[a,b]. Es intuitivo que

s(f, P) < R(f,a,b) < S(f, P)

para cualquier particién P del intervalo [a,b]; sin embargo, hemos de notar aqui que hasta
ahora nos hemos limitado a decir que R(f,a,b) es el drea de una zona concreta, pero que
esta «definicién» carece de significado matemético. Para poder definir de manera rigurosa
qué significa realmente el valor R(f,a,b), hemos de demostrar primero algunos resultados.

Proposicién 1.4. Dadas dos particiones P y P’ del intervalo [a,b], de forma que P es una
particion mds fina que P (es decir, P C P’), entonces se cumple que

s(f, P) < s(f, P')

S(f.P) = S(f,P).

Demostracion. Supongamos en primer lugar que P’ es una particién que contiene exac-
tamente un punto mas que P, es decir, que

P ={xg,x1,...,20}

/
P ={z0, 21, s Tk—1, Y, Thy oovy Tp, }-

Denotemos ahora
m; = inf{f(z)|z € [r;i—1,z;]}
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y tomemos como casos particulares los valores
m’ = inf{f(z)|z € [zr—1,y]}
m" = inf{f (@)l € [y, zi]}.
Tememos que

S(f, P) = Zmz(xz — .Ti,l)
=1

n

k—1
s(f,P) = Zmz(acZ —xim) +m (y —zp_1 +m"(zp —y) + Z mi(x; — xi—1).
i=1 i=k+1
Notese que el conjunto { f(x)|z € [zk_1, zk]} contiene todos los nimeros del conjunto { f(z)|z €
[xx—1,y]}, y también todos los nimeros del conjunto {f(z)|z € [y,zx}, lo que obliga a que
my < m' y también m; < m”. Esto nos lleva a que,

mp(x — Tp—1) = m(y — p—1) + mp(ap —y) <m/(y — zp—1) +m" (z — ).

Esto demuestra que s(f, P) < (f, P'), y una construccién andloga demostraria que S(f, P) >
S(f, P'). Para demostrar el caso general en el que P’ tiene exactamente n puntos mds que P
es suficiente proceder de forma recursiva, creando la sucesion de particiones Pj, con1 <i < n
de forma que P;y; contiene exactamente un punto mas que P;, y donde se tendria que

s(f, P)=s(f, Pr) < s(f, P2) < ... < s(f, Pn) = s(f, P')
U

Proposicién 1.5. Sean Py y P» dos particiones cualquiera del intervalo [a,b], y sea f una
funcion acotada sobre el intervalo dado. Entonces sucede que

S(fapl) SS(f3P2)

Demostracién. Dadas dos particiones cualquiera P; y P, del intervalo [a, b], la particién
P = Py U P> contiene a la vez a Py y P». Se sigue entonces de la proposicién 1.4 que

s(f, Pr) < s(f, P) < S(f,P) < 5(f, Pa)
(]

El teorema que se acaba de demostrar garantiza que cualquier suma superior S(f, P) es
una cota superior del conjunto de todas las sumas inferiores s(f, P'). Esto nos lleva de forma
natural a que

sup{s(f,P")} < S(f, P), (1)
independientemente de cuales sean las particiones Py P’ del intervalo [a, b]. Un razonamiento
analogo conducirad a deducir que

inf{S(f.P")} = s(f.P), (2)
y que por lo tanto
sup{s(f, P)} <inf{S(f,P)}.
Dado un ndimero z tal que sup{s(f,P)} < = < inf{S(f,P)}, entonces por (1) y (2) se

cumplird que -
s(f, P') <x < S(f, P'),

para cualquier particién P’ del intervalo [a, b]. El valor de R(f,a,b), en caso de que exista,
ha de ser uno de estos nimeros. Esto nos permite definir el concepto de funcién integrable
y, finalmente, dar una definicién rigurosa de R(f,a,b).

5



1.1. Funcién integrable.

Definicién 1.6. Sea f una funcion acotada en el intervalo [a,b]. Diremos que f es una
funcion integrable sobre el intervalo [a,b] si se cumple que

sup{s(f, P)} = inf{S(f, P)},

para cierta particion P de [a,b]. En este caso, llamaremos integral de f sobre [a,b], y de-
notaremos por f; f, a dicho valor unico. La integral f;f es por tanto, la formalizacion del
concepto abstracto R(f,a,b)3.

Supongamos que f es una funcién integrable, entonces sucederd que
b
sup(s( £, P)} < [ 1 <inf{S( P,
a

para cualquier particion P’ del intervalo [a,b], y ademds ff f es el tinico niimero con esa
propiedad. Notese que esta definicién nos dice qué es una funcién integrable, pero no nos
dice si una funcién es integrable o no. Por ejemplo, supongamos la funcién constante f(z) = k
definida en un intervalo cualquiera [a, b]. En este caso, para cualquier particién del intervalo,
y para cada subintervalo de esa particién, los valores maximo y minimo en la definicién 1.3
son constantes e igual a k. Por lo tanto, resulta evidente que

/abf:k(b—a).

Para ilustrar el extremo opuesto, podemos volver a la funcién que utilizabamos en la introduc-
cién para motivar la necesidad de formalizar el concepto de érea, y definir f : [0,1] — {1, 2}

como
1 si x es racional

fz) =

2 si x es irracional

En este caso, para cualquier particién del intervalo [0, 1], cualquier subintervalo contendra
tanto un numero racional, por lo que el minimo en la definicién 1.3 serd siempre 1, como un
numero irracional, lo que nos llevara a que el maximo serd siempre 2. Esto conduce a que

sup{s(f, P)} <inf{S(f,P)},

para toda particién P del intervalo [a,b], por lo que la funcién no es integrable segin la
defininicién 1.6. Un caso menos extremo que el propuesto, serfa definir la funcién f : [0,1] —
{0,1} como
0 si z#£1/2
flz) =
1 si z=1/2

En este caso, para cualquier particién del intervalo [0,1], contendrd un subintervalo
[xk—1,7k] que contenga el valor 1/2. Esto nos lleva a que los valores minimo y méximo
de la definicién 1.3, serdn m; = M; = 0, para cualquier ¢ # k; quedando my = 0, y My = 1.
Esto nos lleva a que s(f,P) =0y S(f,P) = xx — x—1. Cuanto mds fina sea la particién
P miés cercano serd el valor de S(f, P) al valor de s(f, P) = 0. Esto nos lleva a que en el
caso limite, cuando n — oo, entonces S(f, P) — s(f,P), y que por lo tanto, la funcién es
integrable, y ademas fo f = 0. Este tltimo caso motiva la siguiete proposicion.

3Notese que se exigié la condicién de que f(z) > 0 para todo = € [a, b].
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Proposicién 1.7. Sea f una funcién acotada sobre el intervalo [a,b], entonces f es integrable
sobre [a,b] si y sdlo si para todo € > 0 existe una particion P de [a,b] tal que

S(f,P)—s(f,P) <e. (3)

Demostracién. Supongamos en primer lugar que f es integrable en [a,b]. Esto
implica, por definicién, que sup{s(f, P)} = inf{S(f, P)}. Por lo tanto, dado € > 0 existen
particiones P’y P” tales que S(f,P”) — s(f,P’) < e. Tomando ahora una parcitién que
contenga a P’ y P” y aplicando las desigualdades de la proposicién 1.4 tenemos que

S(f,P) —S(f,P) < S(f>P”) _S(fapl) <e
Supongamos ahora que dado € > 0, existe un aparticién P, tal que
S(f,P) —S(f,P) < €.

Sucede que por definicion, inf{S(f, P")} < S(f, P) y que sup{s(f, P’} > s(f, P), siendo P’
una particiéon cualquiera del intervalo dado. Esto implica que

inf{S(f, P')} — sup{s(f,P")} <e

y puesto que esta desigualdad es cierta para todo € > 0, ha de seguirse que

inf{S(f,P')} = sup{s(f. P')}.
O

Esta proposiciéon supone una reformulacion de la definicién 1.6, y este paso al limite va
a permitir determinar las integrales de funciones que, aun siendo continuas, van a presentar
mas dificultades practicas que las que presentaban los ejemplos anteriores.

Supongamos la funcién f(z) = x definida en el intervalo [0,b] (b > 0), y sea P =
{zo,x1,...,xn} una particion de dicho intervalo. Entonces, los valores minimo y méximo
de la definicién 1.3 quedaran determinados por m; = z;—1 y M; = z;, para todo 4. De esta

manera,
n

s(f,P) = Zl‘ifl(l'i — Pl ),

i=1
S (o EE D el T Faen), (4)
iz

que no tienen una simplificacién aparente. La proposicién 1.7 nos garantiza que una funcién es
integrable si existe una particién para la cual se cumpla (3). Podemos entonces particularizar
la particion P elegida, para obligar a que todos los subintervalos que determina sean del
mismo tamano. Para ello, podemos dividir el intervalo [0, b] en n subintervalos iguales, dando
lugar a una particién P, = {x¢, 21, ..., x, }, donde la amplitud de cada subintervalo es b/n, y
x; = ib/n. Esto nos permite simplificar las expresiones en (4) de forma que

n

‘= v 2(n—1)n n—
s(fpy =3 Umbb Vg gy D n-d

, n n n?< n2 2 2n
i=1 i=1
n . n
ibb b2 v’ (14 n)n n+1
S(fP)=) —==—= ="~ " _p? 5
(£, Fn) —~nn n? Z,le n? 2 2n (5)



y de estas expresiones obtenemos que

n+1 n—l)_g

2n 2n n

S(f,Pn)—S(f,Pn):bQ(

por lo que dado € > 0, bastara tomar un valor de n suficientemente grande para que % <€
para que se cumpla la condicién (3). Por lo tanto la funcién es integrable. Ademés, haciendo
que n — oo en (5), tendremos que tanto s(f, P,,), como S(f, P,), se acercan indefinidamente
a %. Esto nos lleva a que se cumple que

b2

s(f, Pn) < o < S(f, Pn),

para todo n y que, por lo tanto, fobf = %,

Conviene en este punto que formalicemos un resultado, cuya demostracion resulta evi-
dente desde todo lo descrito hasta ahora, pero que nos sera de gran utilidad para simplificar
futuras demostarciones.

Teorema 1.8. Sea f una funcién integrable en el intervalo [a,b], y sea P, una sucesion de
particiones del intervalo [a,b], tal que la mayor de las longitudes de los subintervalos de P,
tiende a 0 cuando n se hace indefinidamente grande, se verifica que

b

El calculo de integrales, tal cual se ha presentado hasta ahora, hace que en la préactica sea
imposible de determinar para la mayoria de las funciones. Este problema se resolvera gracias
a los dos Teoremas Fundamentales del Calculo, que nos permiten sistematizar el calculo de
integrales definidas a partir de funciones primitivas (funciones cuya derivada es la funcién
integrable). Sin embargo, antes de desarrollar esos apartados, parece oportuno estudiar las
condiciones més elementales que garanticen que una funcién sea integrable, asi como algunas
de las propiedades més importantes de esta integral.

Teorema 1.9. Si f es continua en el intervalo [a,b], entonces f es integrable en [a,b].

Demostracién.Toda funcién continua en un intervalo cerrado y acotado, es una funcién
uniformemente continua®. Esto es, dado ¢ > 0, exite un § > 0, tal que para cualquiera
x,y € [a,b] con |z —y| < 4, entonces |f(z) — f(y)| < €/(b—a). Sea P = {xg,21,...,2,} una
particién del intervalo [a, b] tal que |zx — 21| < 0. Existen puntos z, tx € [xx_1, 2] en los
cuales f alcanzard su méximo y su minimo dentro del intervalo [xy_1,xy]. De esta manera,

n n

S(f, P) = s(f,P) =Y (f(zr) = flyn)(zx — zp-1) < . - . D (wp—zp) =€
k=0 k=0

por lo que, por la proposicién 1.7, demuestra que f es integrable en [a, b].
O

Teorema 1.10. Si f tiene una cantidad finita de discontinuidades en el intervalo [a,b],
entonces f es integrable en [a,b].

4Una demostracién de este resultado (conocido algunas veces como Teorema de Heine) puede consultarse en [2],
p- 191, Teorema 1.



Demostracién. Supongamos que f es continua en el intervalo abierto (a,b) y que esté
acotada en el intervalo cerrado [a,b]. Puesto que f es una funcién acotada, existe M > 0 de
forma que f(z) < M paratodo z € [a,b]. Dado € > 0, definimos el intervalo [c, d] de forma que
a<c<d<bc—a<e/(3M)yb—d<e/(3M). Por el teorema 1.9, f es integrable en [c, d],
por lo que existe una particién P’ de dicho intervalo de forma que S(f, P') — s(f, P') < €/3.
Sea P la particién P’ ampliada con los puntos a y b, entonces se tiene que

S(f,P)—s(f,P)<(c—a)M+ S(f,P")—I(f,P)+ (b—d)M < e,

lo que demuestra, por la proposicién 1.7, que f es integrable en [a, b].

Si suponemos ahora que f estd acotada en [a, b] y que tiene una cantidad finita de discon-
tinuidades ¢ < ¢ < ... < ¢, dentro del intervalo, entonces, f es integrable en cada uno de
los intervalos [a, ¢1], [ck, cr+1] (K =1,2,...,p), ¥ [cp, b]. Por lo tanto es integrable en la unién
de todos ellos, el intervalo [a, b].

O

Un resultado més general que el expuesto en el teorema 1.10, es el conocido como crite-
rio de Lebesgue para la integrabilidad de Riemann, que nos garantizard que una funcién es
integrable Riemann si y sélo si el conjunto de las discontinuidades de la funcién tiene medida
cero. La demostracion de este resultado requerirda de conceptos mas avanzados relativos a la
teoria de la medida, y queda, por lo tanto, fuera del alcance de este trabajo. Se recomienda al
lector interesado consultar ([9], p. 15, Teorema 1.10) para una aproximacién mas formal. Aqui
nos conformaremos con estos resultados que nos garantizan condiciones suficientes de inte-
grabilidad, y dotan de utilidad a la integral de Riemann para un amplio abanico de funciones.

Corolario 1.11. Si f y g son dos funciones que coinciden en todos los puntos de un intervalo
[a,b] excepto en una cantidad finita de ellos, entonces se cumple que f es integrable en [a,b]
st y solo si g es integrable en [a,b]. En dicho caso, se cumple que

[ [

Demostracién. Sea h = f — g. Puesto que por hipétesis f = ¢ en todos los puntos
del intervalo [a,b] excepto en una cantidad finita de ellos, necesariamente h = 0 en todos
los puntos del intervalo [a,b] excepto en una cantidad finita de ellos. Esto implica que h es
continua en [a,b] excepto en una cantidad finita de puntos, y que, por el teorema 1.10, es
por lo tanto integrable en [a, b]. Puesto que h es identicamente nula en todos los puntos de
[a, b] excepto en una cantidad finita de ellos, sucederd que ff h=0.

Demostrar que ff f= f; g se sigue inmediatamente de la propiedad de linealidad de la
integral definida en la proposicién 1.12.

O

Este resultado es de gran importancia, puesto que nos permite relajar las condiciones
sobre el dominio de una funcién a la hora de estudiar su integrabilidad. Si una funcién no
existe en una cantidad finita de puntos de un intervalo dado, esto no afectard a que sea o no
sea una funcién integrable. En particular, garantiza que cualquier funcién continua y acotada
en [a,b]/{a1,as,....,an}, con ay,as, ..., an € [a,b], serd integrable en [a, b]°.

Por ejemplo, la funcién f(x) = sin(1/x) no estd definida para x = 0. Para poder estudiar la integrabilidad de
esta funcién en el intervalo [0, 1] nos bastard definir f(0) = k, lo que hard de f una funcién continua en (0,1) y
acotada en [0, 1], y por lo tanto integrable.



1.2. Propiedades de las integrales definidas.

A continuacién nos limitaremos a listar una serie de propiedades de las integrales definidas
que son de gran utilidad en el cilculo efectivo. Algunas de estas demostraciones pueden
resultar evidentes desde el resultado expuesto en el teorema 6 y otras necesitaran un poco
mas de trabajo. Demostraciones de estos resultados se pueden encontrar en cualquier guia
bésica de célculo, en particular podria encontrarlas en [1] (Capitulo 7) 6 en [2] (Capitulo 13).

Proposicién 1.12. (La integral es una operacién lineal) Si f y g son dos funciones integrables
en el intervalo [a,b] y o y 8 son nimeros reales, se cumple que la funcién af + Bg también
es integrable en el intervalo [a, b], y que

/abafmg:a/abfm/abg.

Proposicién 1.13. (La integral conserva el orden) Si f y ¢ son dos funciones integrables en
el intervalo [a,b] y f(z) < g(x) para todo x € [a, ], entonces se cumple que

[ s [ g

En particular, si f es integrable en el intervalo [a,b], y m < f(x) < M para todo z € [a, ],
entonces se cumple que

b
m(b— a) < / F@)dz < M(b— a).

Proposicién 1.14. (Valor absoluto) Si f es una funcién integrables en el intervalo [a, b],
entonces | f| también es integrable en el intervalo [a, b] y se cumple que

/abf‘S/:If!-

Proposicién 1.15. (Producto de funciones) Si f y g son dos funciones integrables en el
intervalo [a, b], entonces f - g es una funcién integrable en el intervalo [a, b].

Proposicién 1.16. (La integral es aditiva en intervalos consecutivos) Sea ¢ € [a,b]. Una
funcién f es integrable en el intervalo [a, b] si y sélo si es integrable en los intervalos [a, c] y

[c,b], y en ese caso se cumple que
b c b
fo=foe]r
a a C

1.3. Teoremas fundamentales del calculo.

Sea f una funcién integrable sobre el intervalo [a,b]. Definimos una nueva funcién F, y
la llamamos funcién area de f en [a,b], de la forma

Fla) = / " fdt, w e fab). (7)

Proposicién 1.17. La funcién drea, F, de una funcion f integrable en el intervalo [a,b], es
una funcion continua.
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Demostracién. Puesto que f es integrable en el intervalo [a, b], ha de estar acotada en
dicho intervalo, esto es, ha de existir M > 0 de forma que |f(z)| < M, para todo z € [a, b].
Sean x,y € [a,b]. Suponiendo que x < y, entonces

[F(y) — F(z)] =

AﬁwmdsﬁéﬂﬂMﬁSAﬂy—@,

y de forma anéloga, suponiendo que y < z, se obtiene que |F(z) — F(y)| < M(x —y), lo que
resulta en que
|F(x) — F(y)| = M|z —yl,

para todo z,y € [a,b], por lo que F es continua en dicho intervalo.

O

Hasta ahora hemos supuesto que f es integrable sobre un intervalo dado. Si ademas, la
funcién f es continua, entonces tenemos uno de los teoremas mas importantes del célulo, el
Primer Teorema del Calculo integral, que nos garantiza que, bajo esta condicién, la funcién
F' es derivable, vy que su derivada es precisamente la funcién f.

Teorema 1.18. (Teorema Fundamental del Cdlculo) Si f es una funcion continua en
el intervalo [a,b], entonces la funcion de drea

F@w=l5f

con x € [a,b] es derivable y ademds

para todo x € [a,b].

Demostracién. Sea ¢ un punto del intervalo [a, b] donde f es continua. Sea

— f(o) = F(x) = F(e) = (# = ¢)f(c) _ JE(F@) - f(c))dt' 5

r —C r —cC Tr —cC

Puesto que f es continua en ¢, dado € > 0, existe § > p tal que para cualquier ¢ € [a,b] con
|t —c| < J, entonces |f(t) — f(c)| < e. Sea x € [a,b] tal que |x — ¢| < 0, entonces, para todo ¢
entre x y ¢, sucede que |t — ¢| < d, lo que conlleva que |f(t) — f(¢)| < €. De esta manera,

[ 0~ frear) < el
Tomando ahora valores absolutos en (8), tendremos

_ U@ = fe)d] _ el —of _

|z — | _]x—c\_

‘F(x)—F(C)

=20 1)

€,

lo que es equivalente a decir que F'(c) = f(c).
U

Inmediatamente se deduce el segundo Teorema Fundamental del Célculo integral, co-
munmente conocido como la Regla de Barrow, que sistematiza el calculo del area tal cudl se
prometia en una seccién anterior.

5Por la proposicién 1.14
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Teorema 1.19. (Segundo Teorema Fundamental del Cdlculo) Si f es una funcion
continua en el intervalo [a,b], y f = ¢’ para alguna funcién g, entonces

b
/ f=F(b) - F(a).

Demostracién. Definimos F(z) como en (7). Entonces F’ = f por el teorema 1.18, de
donde tenemos que F' = g + ¢, siendo ¢ una constante que puede deducirse de forma sencilla
de la igualdad 0 = F'(a) = g(a) + ¢. De esta manera, podemos decir que

para cualquier z en el intervalo [a, b], en particular, para x = b.

1.4. Conclusién de la parte teodrica.

En este trabajo se ha presentado la teoria que formaliza el concepto cldsico y algo difuso
de area. Esta formalizacién se lleva a cabo a través de una herramienta fundamental en el
calculo, y sin miedo a ser exagerados podriamos decir que en toda la matematica moderna,
como es la integral definida. Se ha presentado aqui la formalizacién de drea que desarrollo
Riemann (cierto que con algunos toques de Darboux, que hacen més sencilla la exposicién)
como caso limite para la suma de areas geométricas que acotan la regién limitada por una
curva cualquiera. Se han visto algunas condiciones, que aun siendo parciales resultan sufi-
cientes para la mayoria de aplicaciones, que garantizan la integrabilidad de una funcién. Se
han enunciado las propiedades més importantes de la integral definida de Riemann y se han
terminado demostrando los Teoremas Fundamental del Céalculo, gracias a los cuales sistema-
tiza el calculo de primitivas y el calculo de areas.

La forma en que el trabajo queda expuesto demuestra sobradamente que la integral es
un concepto y una herramienta con identidad propia e independiente de cualquier otra. Sin
embargo, la forma en que se presenta generalmente al estudiante de secundaria, hace que
ésta sea vista como una mera operacion inversa de la derivada. Para ilustrar lo equivocado
de esta idea, en la siguiente seccién se presenta el marco histérico en el cudl se basa la idea
de Riemann para formalizar el concepto de area. Hemos llamado a este apartado la integral
geométrica, para distinguirlo del concepto de integral que tenemos desde el célculo mecani-
zado de primitivas. Si pensamos en la integral como una suma infinita de areas de figuras
geomeétricas conocidas, entonces la integral no es una herramienta que nacié en 1800, sino en
la antigua Grecia, unos 400 anos antes de nuestra era.

2. La integral geométrica.

La derivada y la integral son las dos herramientas sobre las que descansa todo un campo
de conocimiento -uno con mucho peso especifico- de la matematica: el calculo. En contra de
lo que pueda intuir el principiante, estos dos conceptos no surgen motivados por un proble-
ma, puro del andalisis matemaético, zona en la que encasillariamos el cdlculo de forma natural,
sino que son consecuencia de problemas geométricos clasicos y, en un principio, sin relacién
aparente entre si.
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La forma en la que se presenta el calculo de integrales en la educacién secundaria, conduce
a una concepcioén general del concepto de integral como el de mera «operacién inversa», es
decir, una integral no seria mds que la consecuencia esperable de la existencia de la deri-
vada. De la misma manera que concebimos la resta como operacién inversa de la suma, o
la divisién como la operacién inversa del producto, parece que el calculo integral surge de
la pregunta evidente sobre qué funcién habria de derivar para obtener otra cierta funcién
dada. Esta concepcién es erronea y mal infundada. Los problemas que motivan el célculo
diferencial (la derivada) y el célculo integral (la integral), son problemas geométricos y de
distinta naturaleza: el cdlculo de la tangente a una curva cualquiera, y el area delimitada por
una curva en un intervalo dado.

La idea clave es, hablando de manera mas intuitiva que formal, que la integral indefinida
sistematiza el calculo de primitivas. La primitiva, a veces llamada anti-derivada, es el objeto
matematico necesario para generalizar la utilidad de la integracién, es decir, a la hora de
aplicar el concepto a la resolucién practica de problemas a través de la integral definida. Sin
embargo, no podemos decir que una integral, en su sentido mas amplio, es una primitiva. Una
integral es, definitivamente, una forma de medir, medir un area, un volumen, o la longitud
de una curva. Por cémo se presenta, esto parece una consecuencia, una aplicacién del célculo
integral, sin embargo, la realidad no es exactamente asi. Lo que parece una consecuencia,
resulta que es su motivacion principal.

2.1. La integral de Riemann desde un punto de vista intuitivo.

Bernhard Riemann (1826-1866), grande entre los grandes, fué el primero en formalizar
de manera rigurosa el concepto de integral, y curiosamente, esto no sucede hasta casi 200
anos después de que Isaac Newton (1642-1727), Gottfried Leibnitz (1646-1716), Isaac Barrow
(1630-1677), y no deberfamos olvidar a Pierre Fermat (1601-1665), desarrollaran la idea in-
tuitiva de integral y sistematizaran el calculo de primitivas. Recordemos que el Teorema
Fundamental del Calculo, que establece que efectivamente la derivada y la integral son en
algin sentido «operaciones» naturalmente inversas, fué demostrado, en su forma mas gene-
ralizada, por Barrow”. Los trabajos de Newton y Leibnitz proporcionan una sistematizacién
del célculo integral, pero carecen del rigor exigido a la formalizacién de cualquier concepto
matematico. Podemos pensar que actualmente, tanto la derivada como la integral, se definen
como un limite, que utilizando la notacién que se ha empleado en la primera parte de este
trabajo, pueden expresarse como,

flz+h) = f(z)

¥ (o) i ) Z ) (9)
b "_1b_ bh—
/a floyds = Jin 3 % fat ), (10)

El concepto de limite y su formalizacién no se daran hasta la llegada de Augustin Cauchy
(1789-1857), y comparando fechas podemos ver, que esto no suceders hasta unos cuantos anos
después de la muerte de los protagonistas anteriormente nombrados. Esto puede darnos una
idea de que las definiciones de derivada y de integral, que es la que particularmente nos intere-
sa aqui, dadas por Newton y Leibniz, eran més una intuicién que una formalizaicén. Eso si,
una vez formalizada la idea de limite, ya tenemos todo lo neceario para que trabaje Riemann.

"Una primera demostracién de una versién més restringida del teorema se debe a James Gregory (1638-1675).
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La idea detréas de la cudl descansa la formalizacion de integral definida, desarrollada por
Riemann, es légica e intuitiva. Se tiene una curva cualquiera®, que podemos denotar por
f(x), cuyo dominio estd limitado por dos extremos -extremos que definen lo que conocemos
comunmente como intervalo de integracién, y que denotaremos por [a, b]-, y se quiere deter-
minar el area que delimita, que después de lo que se ha expuesto en el apartado anterior,
resultara natural que denotemos por fab f(z)dz. Una forma de aproximar el valor de este
area seria utilizar un rectdngulo (ver Figura 3), ya que desde la geometria cldsica es sencillo
determinar el area de este tipo de figura plana. Se trataria, por tanto, de elegir el rectanculo
que pueda suponer una buena aproximacion. La base serd, de forma eviente, la que coincide
con el intervalo de integracion, pues en cualquier otro caso no estariamos cubriendo toda la
figura. Para la altura, tendrémos que conformarnos con decir que ha de estar acotarda entre
los valores méaximo y minimo de la curva, y que realmente, en un principio, no es posible saber
qué altura darfa una mejor aproximacién al drea verdadera. Es cierto que esta aproximacién
serd, en general, bastante burda, y si se pretende encontrar una mejor aproximacién se ha de
mejorar en algo la forma en que «rellenamos» la zona de la cudl queremos conocer el érea.
Para ello se podria dividir el intervalo de integracién en dos trozos y aplicar la misma idea a
cada uno, es decir, utilizaria el area de dos rectangulos como una aproximaciéon al area de la
curva, en cada uno de los trozos que hemos definido. Si se procede de esta manera, haciendo
cada vez una divisién mas fina del intervalo de integracién, el error que estoy cometiendo serd
menor, puesto que cada vez los rectdngulos ajustan mejor a la superficie objetivo. De esta
manera, para una division del intervalo de integracion en n subintervalos, que por comodidad
podemos suponer iguales y de longitud (b — a)/n, el drea quedara aproximada por

n n

n—1
b— b—
Y a2k
k=0
El caso limite soluciona el problema y me conduce a la expresién (10).

La idea que utiliza Riemann aqui, es la misma que utiliza el griego Eudoxo (408-355 aC),
y que més tarde adapté Arquimedes (287-212 aC) para aproximar el drea de figuras curvas®.
Actualmente se conoce como método de exahucién de Eudoxo, método de agotamiento de

Arquimedes, o método de integracién geométrica.

2.2. El método de exahucion de Eudoxo.

El método que propone Eudoxo es, de nuevo, increiblemente intuitivo y tremendamente
sencillo. Imaginemos que queremos calcular el area de la zona delimitada por una circunfe-
rencia. De alguna manera, ésta serd mas pequena que el area del cuadrado tangente que la
contiene, y mas grande que el drea del cuadrado tangente contenido en ella (ver figura 4).
El area de un cuadrado se puede calcular facilmente, y por lo tanto sabemos obtener una
acotacion para el area de la circunferencia. Esta acotacién puede resultarnos bastante mala,
y, puesto que puede resultar intuitivo, que al anadir un lado mas a nuestra figura podemos
ajustar mejor el poligono a la circunferencia, se podria utilizar un péntagono, en sustitucién
del cuadrado, para mejorar esta acotacion. En general, cada vez que anado un lado a la figura
poligonal plana, ésta acotara mejor el drea de la zona delimitada por la circunferencia. Esto

8«Cualquiera» en el sentido del lenguaje comin. Como hemos visto en la primera seccién, una funcién ha de

cumplir ciertas condiciones para ser integrable.

9Como nos recuerda [12], no es realmente un método de exhaucién, ya que no se agota un proceso, sino que
lo que el método realmente pretende es evitar el infinito. Como propone, un nombre més adecuado seria quiza
Principio de Convergencia de Eudozo. Actualmente se reconoce el método de exahucién griego como los origines

del calculo integral, y se le suele llamar informalmente integracion geométrica.
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Figura 4: Izquierda: Aproximacion de la circunferencia por medio de poligonos regulares. Derecha: Deter-
minacién de los valores notables de cada tridngulo que determina el poligono regular, a partir del nimero
de lados y del radio de la circunferencia.

permite generalizar el proceso, pero requiere de la capacidad de calcular el drea, de forma
genérica, de cualquier poligono regular. La forma mas sencilla sea quizé, la de imaginar un
poligono regular compuesto por tridngulos isésceles, cuya base y altura coinciden con el lado
y con el apotema del poligono. Puesto que desde la geometria plana clasica, sabemos que el
area de un tridngulo es la mitad de la base, b, por la altura, h, y que un poligono regular
de n lados estard formado por exactamente n tridngulos iguales, el drea de dicho poligono se

podré calcular como
b-h
—n

2

Para un valor de n suficientemente grande, e independientemente de si se aproxima por exce-
so (utilizando el poligono exterior) o por defecto (a través del poligono interior), dicho area
puede ser considerada una buena aproximacién del drea del circulo. Ademas, el caso limite
daria el valor exacto del drea de la circunferencia.

Notese que en este caso estamos hablando de acotacién y no de determinacién de un
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n| 3 4 5 10 20 50 100
a(m) | 1,200 2 2,378 2039 3,000 3,133 3,140
A(n) | 5,196 4,000 3,633 3,249 3,168 3,146 3,143

Tabla 1: Valores del area (redondeada a tres cifras decimales) del poligono regular inscrito, a(n), y del
poligono regultar cicunscrito, A(n), en funcién del nimero de lados, n.

valor. Esto se debe a que en la antigua Grecia el concepto de infinito era deliberadamente
evitado!'?, y se conformarian con una aproximacién que fuera «suficientemente» buena.

Calcular el area de un poligono regular de forma sistematica a partir de la suma de las
areas de n triangulos es relativamente sencillo. Utilizando trigonometria basica, podemos de-
terminar los valores del lado del tridngulo para el caso del tridngulo interior y del tridngulo
exterior, respectivamente. Si observamos la Figura 4 (derecha), en cada caso podemos deter-
minar un tridngulo rectdngulo para el cudl el radio de la circunferencia, en este caso 1, es
uno de los valores de sus lados. El dngulo interno de cada uno de los triangulos corresponde
a la mitad de los 360° de la circunferencia divididos entre el ntimero de lados del poligono
regular, es decir, 180°/n. De esta manera, tenemos que el cateto correspondiente al lado del
tridngulo inerior (que determina el lado del poligono regular inscrito en la circunferencia),
tiene un valor de | = 2sin(180°/n), y el correspondiente al tridngulo exterior (que determina
el lado del poligono regular circunscrito en la circunferencia), L = 2tan(180°/n).

El area de cada uno de estos tridangulos queda entonces determinada a partir del nimero
de lados del poligono regular que determinara de la forma:

» Poligono inscrito: a(n) = nl;p = nsin(180) cos(10)

nLay 180)
2

» Poligono circunscrito: A(n) = = ntan(- -

donde a, denota la altura de cada uno del tridngulos'! (equivalente al apotema del poligono
regultar que determina). En la tabla 1 se muestran los valores de estas areas para diferen-
tes valores de n. Puede observarse cémo, cuanto mayor es el valor de n (més lados tiene el
poligono regular utilizado para aproximar la circunferencia), mejor es la aproximacién del
valor de m (que evidentemente es el area de una circunferencia de radio 1).

3. Aplicacion de la integral definida: longitud de
curva.

De igual manera que la geometria cldsica nos ofrece multitud de «férmulas» que nos
permiten calcular el area de figuras planas, también nos ofrece otras tantas que nos permi-
ten calcular longitudes de curva'?. Sin embargo, existen limitaciones a la hora de calcular

10Podemos recordar a Zenén y el miedo que infundaba en los sabios antiguos con sus paradojas sobre el infinito.

1E] mismo razonamiento que nos permite determinar el valor de los lados, I y L, de los tridngulos a partir
de las razones trigonométricas correspondientes, nos va a determinar que cos( 187?0) corresponde a la apotema del
tridngulo inscrito.

12E] célculo de la léngitud de un camino recto no supone un gran problema: d((z1,31), (72,92)) =
V/(x2 —21)2 + (y2 — y1)%. Si se sustituyera el segmento lineal por un arco de circunferencia, su longitud tam-
bién podria ser determinada a partir de la parte proporcional del perimetro de una circunferencia, L = 27ra/360,
en funcién del radio, r, y el dngulo que determina el arco, . Podemos intuir que existan otras expresiones mas
complejas para determinar longitudes de algunos otros tipos de curva. Sin embargo, cuando queremos generalizar
el calculo de la longitud de una curva, no disponemos de otra herramienta que la propia integral.
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la longitud de un segmento cualquiera'3. Utilizando un razonamiento andlogo al que nos ha
permitido definir la integral como el area de una zona delimitada por una curva «cualquiera»,
podemos ahora formalizar el concepto de longitud de curva desde el cdlculo integral.

Figura 5: Aproximacion discreta a la longitud de una curva por medio de un polinomio interpolador.

Supongamos que se quiere determinar la longitud de una curva, f(z), en un intervalo
dado, [a, b]. Una forma de estimar dicha longitud seria a través del célculo de la longitud de
n rectas interpoladoras que pudieran aproximar la trayectoria de la curva dada. Para ello,
pueden definirse n + 1 puntos dentro del intervalo de la forma z; = a +i- (b — a)/n que
determinan las imégenes y; = f(x;), con i = 0,1, 2, ...,n. Toda pareja de puntos consecutivos
(x3,9i) v (Tit1,Yi+1) determina un segmento de recta de longitud

/ Ay;
l; = \/(fcz‘+1 h ﬂfi)z + (Yig1 — yi)2 W szz + Ayz‘z =4 /1+ (Ai.)zAfci'

La suma de las longitudes de todos estos segmentos de recta, coincidira con la longitud de

la curva f,
n—1
8 Ay;
L= :,/1+(Az)2mi
i=0 ¢

cuyo paso al limite, haciendo Ax; — 0, nos lleva a que

Y — /b V14 f'(x)de. (11)

3.1. Motivacion 1: la linea curva como elemento fundamental
en la construccion.

La linea recta es el camino mas corto, pero no es el camino mas fuerte. Esto implica, que
en un disenio arquitectonico destinado a soportar cierta cantidad de carga, la forma recta no
es la mas adecuada. Por esta razén, es muy comin que cuando queremos salvar el vano de
una puerta o una ventana, cuando construimos un muro para almacenar agua en un embalse
o cuando perforamos un tinel, encontremos que el diseno en arco sustituye al diseno en linea.

3De nuevo aqui, «cualquiera» ha de tomarse en el sentido del lenguaje comun de la palabra, no tanto en un
sentido matematico, pues esta curva «cualquiera» ha de poder ser descrita por medio de una funcién que ha de
cumplir una serie de condiciones (por ejemplo, ha de tener una cantidad finita de discontinuidades)
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Figura 6: Distribucién de cargas en un diseno tipo dintel (izquierda) y en un diseno en arco (derecha).

Esto no es un avance de nuestro tiempo. El uso del arco fue introducido en Europa gracias
al imperio romano, que lo utilizé de forma sistemética en sus construcciones!?. El disefio en
arco ofrece una ventaja definitiva sobre el diseno tipo dintel. Mientras que éste ultimo ha de
soportar el peso de forma homogénea (Figura 6), lo que en muchas ocasiones conduce a que
la estructura ceda en las zonas mas alejadas de los puntos de apoyo; el arco trasmite toda,
o gran parte de la carga, a las columnas sobre la cudl estd apoyado, de forma que se con-

vierte en un disefio mucho més robusto a la hora de soportar los pesos que gravitan el vano'®.

Sera Robert Hook '6 quien justifique que la curva catenaria es la curva éptima para que
un arco se sostenga. Técnicamente dirfamos que una curva catenaria es el lugar geométrico de
todos los centros de gravedad de un elemento lineal sometido tinicamente a cargas verticales.
Esto hace que de entre todos los posibles disenos en curva para la construcciéon de un arco,
aquel que siga una curva catenaria serd el que optimice el aguante de cargas verticales. La
curva catenaria es un concepto sencillo de entender, pues en palabras comunes podriamos
decir que es la curva que describe una cadena -sostenida por sus extremos- por el sélo efecto
de una gravedad homogénea'”, pero no tan ficil de modelar. La expresién mateméatica que
la describe es, y = acosh(z/a), donde a es un factor de escala que ha de ser calculado en
funcién del peso del cable y de la tension horizontal que soporta. En la imagen de la izquiera
de la Figura 7 se han representado distintas curvas catenarias, correspondientes a distintos
valores del pardmetro a (un menor valor de a da lugar a una curva més pronunciada).

14Veasé la forma aparente de cualquier construccién que lleve el adjetivo de «romano»: el Coliseo de Roma, el
puente de Cérdoba, el acueducto de Segovia, cualquier «arco del triunfo», y tantos otros

I5En un principio, el disefio en arco se realiza de forma intuitiva, a partir de observar su presencia en la naturaleza.
Podemos imaginar cémo es la forma en que el viento o el agua erosionan la roca. Ejemplos muy ilustrativos de
esta erosion en forma de arco se pueden encontrar en «La ciudad encantada» de Cuenca, o visualizando imagenes
de los desiertos americanos (Por ejemplo, en el Parque Natural de Utah, se encuentra un puente natural donde se
puede observar esta forma de arco que ahora reproduce la arquitectura humana). Como brevisimo apunte, dirémos
que el primero que se acerca a esta forma en arco, desde un punto de vista mads riguroso o formal, es Leonardo da
Vinci (si, el que comienza su Cuaderno de Notas con la frase «abstengase de leer este libro todo aquel que no sea
matemé&tico»).

1651, el de la Ley de Hooke/Ley de elasticidad.

I"Podemos imaginar la linea curva que describe el cableado telefénico entre dos postes consecutivos.
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Figura 7: Izquierda: Curva catenaria para distintos valores del parametro a. Derecha: Aproximacién por

medio de una curva parabdlica (grises-punteados) en un entorno del vértice de una curva catenaria (negro
sélido).

La parabola es una curva que aproxima bastante bien a una curva catenaria en un en-
torno de sus vertices'®, pero ademas, tiene la ventaja de que puede describirse de forma
algebraica por medio de una expresién realmente sencilla, y = ag + a1z + agx?, donde ag,
aj y ag, son pardmetros que determinardn la forma (concava-convexa, 6 mas abierta - mas
profunda) y la posicién de la pardbola. Ademds, su expresién explicita (valores concretos de
los pardametros) puede ser determinada simplemente conociendo tres puntos por los que pase.

Es casi obvia la necesidad de conocer la longitud de nuestro segmento curvo: desde la
utilidad de conocer la distancia efectiva entre dos puntos, hasta la necesidad de presupuestar
el material para la construccion - reconstruccion - reacondicionamiento de cierta estructura.
Para ilustrar esta situacién, y el como aplicariamos el concepto de integral definida para este
fin, en la siguiente seccién supondremos que tenemos que asfaltar una carretera que une dos
puntos sobre una presa construida en curva.

3.2. Ejemplo: asfaltado de la carretera sobre una presa.

Supongamos que queremos construir una presa entre dos montanas. Para soportar las
cargas producidas por el peso del agua, el diseio mas adecuado es utilizar lineas curvadas en
lugar de lineas rectas, pues, como hemos argumentado, estas lineas curvas trasladan el peso
a los extremos del muro y haran que éste recaiga sobre la superficie natural (la montana), en
lugar de directamente sobre las paredes. Supongamos que sobre esta presa ira una carretera
que unird ambos margenes del rio, y que queremos determinar cuantos metros lineales de
asfalto necesitaremos para pavimentarla. Suponiendo un ancho de carretera constante, lo que
necesitariamos conocer es la longitud de esta presa.

En la Figura 8 se muestra una presa que puede servir para ilustrar nuestro ejemplo. Sobre
ella se han trazado (en perspectiva) unos ejes cartesianos y se ha dibujado una parabola que
aproxime la trayectoria curva que describe. Supongamos que la distancia en linea recta de
los dos extremos de la presa es 2a. Por simplicidad en los célculos, y sin perdida de gene-
ralidad, podemos utilizar esta linea recta imaginaria para situar el eje de abcisas de nuestro
sistema de referencia, y suponer que el origen se encuentra en el punto medio (de esta ma-

18En la imagen de la derecha de la Figura 7 se ha representado una curva catenaria cualquiera (en color negro
grueso), y se ha aproximado, en un entorno de su vertice, por medio de una curva parabdlica (en gris punteado).
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0,8)

(—a,0) (a,0)

Figura 8: Carretera curva aproximada por una parabola referenciada en un eje cartesiano que la situa
sobre los puntos (a,0), (—a,0) y (0, 5).

Figura 9: Longitudes de la pardbola que une dos puntos separados a 10 m. (diamantes) y 5 m. (asteriscos)
para distintos grados de convexidad.

nera el vertice de la parédbola caerd sobre el eje de ordenadas). De esta manera la parédbola
pasard por los puntos (¢, 0), (—«,0) y (0, 3), a partir de los cuales es sencillo determinar su
ecuacion. Resolviendo el sistema resultante de sustituir estos puntos en la expresion genérica
y = ag + a1x + asx?, obtenemos que ag = B, a1 = 0, y az = —(3/a?. Por simplicidad en la

escritura, en lo sucesivo trabajaremos con la expresién genérica simplicada y = ag + asz>.

Para determinar la longitud de la carretera, tenemos que calcular la integral obtenida en
(11) en el intervalo [—a, o], para f(z) = ag + asz?, lo que podriamos escribir

[e7
L= / V14 (2a2x)%dz.
—a

Esta funcién no tiene una primitiva inmediata, y las técnicas de integracion necesarias para
resolverla exceden lo exigible en un curso de Bachillerato!®. Sin embargo, con un poco de

YUn primer cambio de variable y = 2aox simplifica la expresién en la integral transformandola a
(1/2a) f v/1+ y2dy. Esta integral se resolverd de forma, algo tediosa pero bastante mecdnica, por sustitucién
trigonométrica y = tan(u).
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paciencia, el estudiante si serd capaz de demostrar que la derivada F'(z) = f(x), siendo

1 1
F(x) = 5;1c\/4a§;1:2+1—|—?“2ln 2a27 + /1 + da3z?

Aplicando el resultado del Teorema 1.19, tendremos que L = F(a) — F(—a). De esta
manera podremos computar la longitud de la carretera en funcién de los valores de los
parametros « (mitad de la distancia entre los margenes del rio) y 8 (distancia entre el vértice
de la pardbola y la hipotética carretera en linea recta). En la Figura 9 se han representado
las longitudes de la carretera para distintos valores de estos pardmetros?’. Para cada curva,
el valor de « utilizado puede ser deducido a partir de los puntos de corte con el eje de abcisas,
y el valor de 3, desde el punto de corte con el eje de ordenadas. Para cada curva se adjunta
el valor numérico de la longitud del arco que une los dos extremos representados.

3.3. Motivaciéon 2: Curvas complejas.

Pensemos en una particula orbitando alrededor de un punto dado, y en un primer escena-
rio, supongamos, a una distancia constante. Cuando la particula ha dado una vuelta completa
alrededor de su punto de referencia, habré descrito una circunferencia, y, haciendo uso de
la geometria plana clasica se podra calcular la longitud del camino recorrido. Supongamos
ahora, en un segundo escenario, que la particula no orbita a una distancia constante, sino
que esta siendo repelida, de forma que en cada vuelta se encuentra mas lejos de su centro de
referencia que en la vuelta anterior. La trayectoria que describe, en este caso, la particula,
es la de una espiral. Hay quiza dos espirales que, debido a su aplicabilidad y su presencia
en la naturaleza, podriamos decir que tienen una fama especial. Estas son, la espiral de
arquimedes®!, donde la variacién del radio en cada vuelta sigue una progresién aritmética,
y la espiral logaritmica?, donde la variacién del radio se encuentra en progresién geométrica.

La espiral de arquimedes puede describirse de forma muy sencilla, en coordenadas pola-
res, a partir de la expresién r = a + bf, donde r representa el radio (distancia de la particula
al punto de referencia) cuando ésta se ha movido un angulo 6. Los valores a y b determinan
la posicion inicial y el paso de la particula, respectivamente. Utilizando la misma notacién,
la espiral logaritmica puede ser expresada, en coordenadas polares, de la forma r = ab?.

Sabemos que la longitud de la circunferencia puede ser determinada, haciendo uso de los
conocimientos de geometria plana, a partir de su radio r, como L = 27r. En este sentido, no
hay razén aparente para utilizar la integral con este proposito. Sin embargo, si lo necesita-
remos para determinar la longitud de una espiral. Puesto que la espiral logaritmica es una
espiral mucho mas atractiva que la arquimediana, nos centraremos en ella.

20QQuizd sea de especial interes remarcar, para el caso de una separacién de 10 m., cémo una desviacién de 1 m.
en la vertical inicamente nos requiere la construccién de 7 ¢cm. mas de carretera. jINo nos resulta extrano esto? ;Y
si lo reformulamos? Imaginemos que no tenemos una presa, que simplemente queremos construir un puente para
poder salvar este rio. Lo construiremos, por tanto, en linea recta y en llano. Una desviaciéon de 7 ¢m. en nuestra
medida, es decir, una viga que mida 10,07 m. en lugar de exactamente 10 m. producird un abombamiento en la
carretera de 1m., es decir, en sélo 5 metros de carretera se produce un desnivel de 1 metro, un 20 % de desnivel.
Ahora, si 7 centimetros en 10 metros te parece un error despreciable, coge tu bicicleta y ve a subir esa cuesta.

21La espiral de arquimedes es la que aparece al enrollar una cuerda sobre si misma. Tiene un basto abanico de
aplicaciones ([13]): se utiliza en la creacién de bombas de compresién ([7]), en la grabacién de los discos de vinilo,
en medicina como test neuroldgico.

22Esta espiral ha alcanzado su fama y atraido a personalidades mateméticas tan destacadas como Descartes o
Bernouilli, debido a algunas propiedades que la hacen interesante y a su extraordinaria presencia en fenémenos y
estructuras naturales ([6]).
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3.4. Ejemplo: La espiral logaritmica.

Como ya hemos dicho, una espiral logaritmica queda representada, en coordenadas po-
lares, por la expresién r = ab?, donde a define el punto de partida, b define el tamafio del
paso de una vuelta a otra, y # denota el dngulo con respecto al eje de referencia. La espiral
logaritmica se puede genrar para 6 € (—o0, 4+00). Para simplificar los célculos es conveniente
representar la curva en coordenadas paraméticas. Esto es muy sencillo desde el momento en
que sabemos que una circunferencia de radio r se expresa en estas coordenadas de la forma

(z(0),y(0)) = (rsin(@), r cos()).

Para representar la espiral, sélo sera necesario hacer que el valor del radio, que es constante
en el caso de la circunferencia, varfe dependiendo del valor del d4ngulo de la forma r = ab?.
De esta forma, la espiral logaritmica expresada en coordenadas paramétricas quedaria

(2(0), y(0)) = (ab?sin(0), ab’cos(0)).

Una pequenia modificacién en esta expresion, va a hacer mucho mas intuitiva la interpretacion
del movimiento de esta espiral. Modificamos el argumento 6 a través del cambio de variable
0 = 2xt, estaremos obligando a que la espiral de una vuelta completa en cada instante de
tiempo, por lo que el contador ¢ € (—o0, +00) puede interpretarse como el nimero de fueltas
que ha dado sobre si misma la espiral. De esta manera tenemos,

(z(t),y(t)) = (ab® ' sin(2nt), ab*tcos(2t)).
El célculo de la longitud de una curva expresada en coordenadas paramétricas, entre los
instantes de tiempo tg y 122, se realiza a través de la expresién
t1

L(to, t1) = t ['(2)]> + [y ()]t (12)

que es analoga a la dada en (11).

Tras unos calculos relativamente sencillos, aunque quiza algo tediosos, obtenemos que,
(' (t), /(1)) = 20°b*™ (Ln(b) cos(2mt) — sin(2nt), Ln(b) sin(2nt) + cos(27t)).
El integrando en (12) serd por lo tanto la raiz cuadrada de,
[/ () + [y (1)) = (2mab™)*[Ln (b) + 1].

Tenemos por lo tanto que

t1
L(to,tl):/ 2mab®™t\/Ln2(b) + 1dt.

to
Resolviendo convenientemente tendremos que,

L(to,t1) = = LLZ?((:)) L pamn _ ponto), (13)

Algunas longitudes notables.

Supongamos que tenemos la espiral logaritmica r = ab®™. Segiin hemos dicho en el apar-
tado anterior, y entendiento que para ¢t = 0 tenemos una posicién inicial, el valor de ¢, cuyo
soporte en un principio es (—o0,+00), puede ser interpretado como la cantidad de vueltas

23También se puede interpretar como «entre la vuelta ty y la vuelta ¢;».
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que da la espiral sobre si misma. Esto es, si representamos la espiral para t|in[0, 1] tendremos
la primera vuelta de la integral, si la representamos para ¢t € [1,2] tendrémos la segunda
vuelta, y si la prepresentamos para t € [0, 2] tendremos las dos primeras vueltas. En general,
t € [to, t1] nos dard lugar a una espiral que da t; — ¢y vueltas sobre si misma, desde la vuelta
to, hasta la vuelta t1. Estos nimeros pueden ser en general positivos o negativos, interpre-
tando que los positivos son vueltas que hacen que la espiral crezca, se aleje del origen, y los
negativos como vueltas que hacen que la espiral mengue o se hacerque hacia el origen.

Ya hemos encontrado la expresién (13) que nos permite determinar la longitud de una
espiral de este tipo en el intervalo [to,¢;]. Cuando ¢; crece indefinidamente (t9 — o0), la
espiral va alejandose del origen, expandiendose, por lo que resulta intuitivo que la longitud
de la espiral también crece indefinidamente y que, por lo tanto, ha de terminar teniendo
longitud infinita. Esto se puede confirmar determinando L(tp, 00) en 13)4,

/ 2
L(to, OO) _1 ay/Ln (b) +1 [b27roo _ b27rt0]

Ln(b)

= OQ.

Sin embargo, en el sentido contrario, cuando £y se hace pequeno indefinidamente (ty — —o0),
la espiral va acercandose cada vez mas al origen y para ello va comprimiendose. Por un
lado, podemos pensar que la espiral se esté representando en el intervalo [—oo, 1], por lo que
gira infinitas veces sobre si misma. Pero, ;tiene también una longitud infinita?. En este caso
debemos calcular el valor de L(—o0, 1),

a n2
L(—o00,t1) = %[b%tl 2] =

que es un numero finito. Por lo tanto, aunque es verdad que la espiral da infintas vueltas, la
longitud del camino que recorre es finita®>, algo que en un principio puede resultar comple-
tamente antiintuitivo.

ar/Ln?(b) + 1b2m1

Ln(b)

Para terminar, haremos notar un caso particular a la par que interesante. Sea r = 2

la espiral logaritmica de paso e con punto inicial en el eje cartesiano (0,1). Como hemos
visto, resulta contraintuitivo, que aunque la espiral gira infinitas veces sobres si misma al ir
acercandose a su centro, la longitud de la curva desde cualquier punto ha dicho centro es
finita. ;Cual es la longitud de esta «espiral neperiana» desde el punto de partida hasta el
origen?. Se trata de calcular L(—o0,0) en (13), quedando,

L(—00,0) = ————‘1;712((6))4_1 =2

Ln(e

es decir, la espiral esta girando infinitas veces sobre si misma para terminar recorriendo un
camino de longitud igual a la diagonal de un cuadrado de lado 1.
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