Capitulo 4

Espacios vectoriales

4.1.

Definicion.

Un K-espacio vectorial (o espacio vectorial sobre K) es una terna
(V,+,-) donde V' es un conjunto no vacio, + es una operacién interna en
V, que llamaremos suma, y - es una operacion externa sobre V' con elemen-
tos en el cuerpo Ky que llamamos producto, y tales que cumplen:

1.
2.
3.

La suma es asociativa: u+ (v +w) = (u+v) +w para todo u,v,w € V.
La suma es conmutativa: © + v = v + u para todo u,v € V.

La suma tiene elemento neutro: existe 0y, € V tal que 0 + w = u para
todo u € V.. A este elemento lo llamamos vector nulo o vector cero.

. Todo elemento de V tiene un elemento opuesto: existe v’ € V tal que

u+ u' = 0y para todo u € V. El opuesto es unico y lo denotamos por
—u.

El producto es distributivo respecto a la suma de vectores: a(u+ v) =
ou + av para todo u,v € V y cualquier a € K.

. El producto es distributivo respecto a la suma de escalares: (a+ f)u =

au + fu para todo u € V' y cualquier o, f € K.

El producto es semi-asociativo: (af)u = «(fu) para todo u € V' y
cualquier o, § € K.

El producto tiene elemento neutro: 1lu = u para todo u € V siendo 1
el elemento neutro del producto en K.

A los elementos de V' los llamamos vectores y a los elementos de K los
llamamos escalares.
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4.2. Espacios vectoriales notables.

4.2.1. Un cuerpo K sobre si mismo.

Sea K un cuerpo cualquiera con la suma y el producto usual. Entonces
K es un K-espacio vectorial.

Ejemplo: R es un R-espacio vectorial. I

4.2.2. Un cuerpo K sobre otro cuerpo K'.

Ejemplo: R es un Q-espacio vectorial. I

4.2.3. K" es un K-espacio vectorial.

Si definimos K™ = {(z1,22,...,%,) ¥ € K} y las operaciones suma y
producto,

($17$27 7xn) + (y17y27 7yTL) = (xl + Y1, T2 =+ Y2, --ey Ty + yn)

k(xy, g, ..., x,) = (kz1, kg, ..., kx,)

entonces K™ es un espacio vectorial sobre el cuerpo K.

Ejemplo: Si (K,+,:) es un cuerpo, entonces K" es un espacio
vectorial.

4.2.4. M,,,(K) es un K-espacio vectorial.



4.2 Espacios vectoriales notables. 59

Definimos M,,,,(K) como el conjunto de todas las matrices de tamano
n X m con coeficientes en el cuerpo K y las operaciones + y - como la suma
y el producto por escalares usuales en matrices. Entonces, M,,,(K) es un
K-espacio vectorial.

Ejemplo: Si (K, +, ) es un cuerpo, M,,,,(K) es un K-espacio vectorial.

4.2.5. K,[z] es un K-espacio vectorial.

Defimos K, [z] como el conjunto de todos los polinomios de grado menor
o igual que n con coeficientes en el cuerpo k, y las operaciones + y - como,

(ap + iz + agz® + ...+ apx™) + (bg + bz + by + ... + b,2™) =
= (ap+bo) + (a1 + b))z + (ag + bo)x® + ... + (ay, + b,)z"

E(ag + a17 + agx® + ... + aps™) = (kag) + (kay)z + (kag)z?® + ... + (ka,)z"

entonces K, [z] con estas operaciones es un K-espacio vectorial.

Ejemplo: Si (K, +,-) es un cuerpo, K,[z] es un K-espacio vectorial.

4.2.6. F(S,K)={f:S— K} es un K-espacio vectorial.

Definimos F(S,K) = {f : S — K} como el conjunto de todas las aplica-
ciones de S en K, y las operaciones + y - como,

(f +9)(s) = f(s) +g(s)
(kf)(s) = kf(s)

entonces F (S, K) con estas operaciones es un K-espacio vectorial.

Ejemplo: Si (K, +, ) es un cuerpo, F (95, K) es un K-espacio vectorial.
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4.3. Vocabulario basico.

4.3.1. Combinacion lineal.

Sean vy, v, ..., v, vectores del K-espacio vectorial V. Se dice que el vector
u € V es una combinacién lincal de estos n vectores si existen escalares
a1, Qa, ..., a, € K de forma que u = ajv1 + apvg + ... + a,v,. A los escalares
o; los llamamos coeficientes de la combinacién lineal.

4.3.2. Dependencia/independencia lineal.

Sean vy, va, ..., v, vectores del K-espacio vectorial V', se dird que estos n
vectores son linealmente independientes si el tinico valor que pueden tomar
los coeficientes de la combinacion lineal ajv; + asvs + ... + a,v, = 0, es
a1 = agy = ... = «a, = 0. En otro caso, se dira que los vectores son linealmente
dependientes, es decir, en este caso existiran algunos coeficientes a; # 0 tales
que aqv; + vy + ... + @,v, = 0. A un conjunto de vectores linealmente
independientes se les denomina (a veces) conjunto libre de vectores.

Un conjunto de vectores es linealmente dependiente si y sélo si uno de
ellos se puede obtener como una combinacion lineal de los restantes.

Ejemplo: Independencia lineal.
Decidir si los siguientes conjuntos de vectores son linealemente independien-
tes:

= {(1,2,3),(2,1,1),(0,1,—1)} en R3.

= {(1,—4,0), (,1,0), (2,1 +4,0)} en C3.

» {242+ 2% 2,24 3z + 2%} en Rlz].

Ejemplo: Independencia lineal.
Dados los vectores v; = (1,1,0,m), va = (3,—1,n,—1) y v3 = (—3,5,m, —4),
estudiar para que valores de m y n son linealmente dependientes. En ese caso
expresar vz como combinacion lineal de vy y vs.

Resultados importantes:

= Si 0 € .S entonces S es linealmente dependiente.
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» {u} es linecalmente independiente si y solo si u # 0.

= Si el conjunto de vectores {vy, v, ...,v,} es linealmente dependiente,
cualquier ampliacion {vy, Vg, ..., Un, Upi1, .-, Unik } €8 linealmente depen-
diente.

= Siel conjunto de vectores {vq, v, ..., Up, Upi1, -y Unik } €8 linealmente in-
dependiente, entonces cualquier reduccién {vy, vg, ..., v, } es linealmente
independiente.

4.4. Sistemas generadores y bases.

Si S es un subconjunto no vacio de un K-espacio vectorial V', entonces,
el conjunto de todas las combinaciones lineales de elementos de S, que
denotaremos por (S), es un subespacio vectorial de V', y ademas, es el menor
subespacio vectorial de V' que contiene a S. Ademads, se dice que S es un
sistema generador (o sistema de generadores) de V si (S) = V. Diremos
que S es un sistema generador de un subespacio vectorial U de V/, si (S) = U.

Una base de un espacio vectorial es un sistema generador en el que todos
los vectores son linealmente independientes.

Ejemplo: Base.
Comprobar si los siguientes conjuntos de vectores generan R? y sefialar cuéles
son una base,

LA(
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0),(2,1,1),(0,1,1), (1, -1, -1)}
0, ( (
)

. {(1,0,0,1),(0,1,1,1),(1,1,1,2), (1, =1, =1,2)}

Resultados importantes:

» Si S es un conjunto lincalmente independiente de vectores y u €<
S >, entonces SU{u} también es un conjunto de vectores lienalemente
independientes.

= Todo espacio vectorial no nulo tiene una base.
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(Steinitz) Si {vy,vs,...,v,} son una base del espacio vectorial V, y
{uy,ug, ..., up} es un conjunto de vectores linealmente independien-
tes con m < n, entonces se pueden sustituir m vectores de la base
{v1,v9, ..., v, } por los vectores {uy, us, ..., U, } obteniendose una nueva
base.

= Todo conjunto de vectores linealmetne independiente puede completar-
se a una base.

= Todas las bases de un espacio vectorial finitamente generado no nulo
tienen el mismo numero de elementos.

= Si el conjunto de vectores {v;,vs,...,v,} es sistema generador de
V 'y wv; es combinacién lineal de los demds vectores, entonces
{v1,v9, ..., Vi1, V11, ..., Uy} también es sistema generador.

Si V es un K-espacio vectorial de dimensién finita y no nulo, se llamara
dimensién de V, y lo denotaremos por dimg (V) o por dimV cuando esté
claro el contexto, a la cantidad de vectores que conforman cualquier base de
V.81V =0 diremos que dimV = 0. Si V' no tiene dimension finita, diremos
que tiene dimension infinita, dimV = oo.

Si U # 0 es un subespacio vectorial del espacio vectorial V', entonces
dimU < dimV', y ademés dimU = dimV < U = V.

Llamaremos rango del conjunto de vectores {vi,vs,...,v,} del espacio
vectorial V', a la dimension del subespacio vectorial generado por ellos.

4.5. Matriz de cambio de base.

Si V es un K-espacio vectorial de dimensién finita, se llaman coordenadas
de un vector v € V con respecto a la base f = {uy,us,...,u,} a la tnica
n-upla (xl, T2y .eny £En) € K™ tal que v = x1u; +xous + ... + x,,u,. Se representa
vg = (T1, T2, ..., Tn).
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Ejemplo: coordenadas de un vector respecto a una base.
Expresar el vector (1,2,3)¢ en coordenadas de la base

61 = {(17 _172)7 (07 17 1)7 (17074)}

Expresar el vector (1,2,3)s, en coordenadas de la base canénica y en coor-
denadas de la base

62 = {(17 0, 0)7 (07 L, 1)? (17 L, 0)}

Sean 31 = {uy, ug, ..., un} y B2 = {v1,v2,...,0,} dos bases del K-espacio
vectorial V. Las ecuaciones que nos permiten obtener cualquier vector que
esté expresado en cordenadas de la base (s, wg,, como un vector expresado
en coordenadas de la base 3, wg, se llaman ecuaciones del cambio de base de
62 a 61' Supongamos que w[‘h = (x17x27 "'71'71)7 y que w[b = (91792, "'7yn)7
entonces

anyi + aiy2 +..F apYn = 21
anyr + QY2 +..+ QY = T2

Ap1Y1 + QpalYo +...F QY = Tp

donde wv;, = (@15,as5,...,an;). A partir de la expresién matricial de este
sistema obtenemos la matriz de cambio de base de (85 a [,

a1 Q19 . Q1

21 G929 Qon,
Mﬁlﬁz =

Ap1 Ap2 ... QApp

- : _ -t
Importante: Mg, 5, = Mg g .

Ejemplo: construir matriz de cambio de base.
Dadas las bases

61 = {(17 _17 2)7 (07 17 1)7 (17 07 4)}
BQ - {(1) 0) 0)7 (07 17 1)7 (17 17 O)}

determinar Mg, s,




64 Espacios vectoriales

4.6. Subespacios vectoriales.
Sea V un K-espacio vectorial. Un subconjunto no vacio U de V, se dice
que es un subespacio vectorial de V', si cumple las dos condiciones siguientes:

1. Siu,v € U, entonces u+v € U (U es cerrado para la suma de vectores).

2. SiueU,y ac€ K, entonces au € U (U es cerrado para el producto
por escalares).

Estas dos condiciones se pueden simplificar en una séla,

» Siu,v € U,y o, € K, entonces au + Sv € U (U es cerrado para
combinaciones lineales).

Ejemplo: subespacio vectorial por definicién.
Estudiar si los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de R*,

1. A= {8z, z,x +y,y)|z,y € R}
2. B ={(x1,x9, 13, %4)|21 - T3 = 0}
3. C={(1,z,1,z)|z € R}
4. D ={(z,z,z,x)|z € R}

(

5 F = { $1,I27$3,LE4)|$1 = t,ﬂ?g = t,.’IZg = 2t,$4 = 5t,t S R}

Un subespacio vectorial puede expresarse de distintas formas: como el subes-
pacio generado por un conjunto de vectores, como el subespacio generado por
una base, como el conjunto de soluciones de una ecuacion en forma general
o paramétrica. En cualquier caso, y sean cuales sean los datos, debemos ser
capaces de obtener una base y las ecuaciones general y paramétrica de dicho
subespacio.

4.6.1. Subespacio generado por un conjunto de vecto-
res.

Dado el conjunto generador obtendremos una base queddndonos con un
subconjunto que sea linealmente independiente. Desde este subconjunto de
vectores crearemos la ecuacion paramétrica de forma inmediata y a partir
de esta, la forma general.
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4.6.2. Ecuaciones de un subespacio vectorial.

Todo subespacio vectorial U de un espacio vectorial V' de dimensién finita
puede ser interpretado como el conjunto de soluciones de un sistema de ecua-
ciones lineales, el que expresa un vector arbitrario v € U como combinacion
lineal de los elementos de una base 5 de U, Sy = {uy, ug, ..., Uy, },

U = T1U] + ToU2 + ... + LUy,

Esta es la ecuacién paramétrica del subespacio U. Cualquier sistema
homogéneo que tenga como solucién esta ecuacion se llamard ecuacion
cartesiana, general o implicita del subespacio U.

La cantidad de ecuaciones cartesianas necesarias para representar un
subespacio vectorial U de V' seran dim(V') — dim(U).

Ejemplo: dado un sistema generador obtener una base y las ecua-
ciones del subespacio.
Sea

S=<(1,2,3,4,5),(2,3,4,5,1),(3,4,5,1,2),(0,1,2,8,4),(1,1,1,3,2) >

obtener para S una base y sus ecuaciones general y paramétrica.

Ejemplo: obtener una base a partir de las ecuaciones de un subes-
pacio.
Sea

S = {(z1,z2, T3, T4, T5, T5)|v1 + T2 + T3 — x4 — x5 = 0,23 — x4 — 225 = 0}

obtener para S una base.

4.6.3. Espacio de filas y espacio de columnas de una
matriz.

Dada una matriz A € M,,,(K), llamamos espacio de filas y lo denotamos
por F(A) al espacio generado por las filas de la matriz A. De la misma
forma, llamamos espacio de columnas y lo denotamos por C(A), al espacio
generado por las columnas de A.
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Ejemplo: espacio de filas/columnas de una matriz.

Sea
-1 2 0
0 1 -1
A= 0 1 -1
0 1 -1

calcular las ecuaciones implicitas del subespacio de filas y del subespacio de
columnas de A.

4.6.4. Subespacio interseccion.

Si U; y U, son subespacios vectoriales de un K-espacio vectorial V,
entonces U; N U; es un subespacio vectorial de V.

Ejemplo: obtener el subespacio interseccion.
Sean

S =< (1,2,3,4),(2,3,4,1),(3,4,1,2) >
Sy ={(z,y,z,t)|e+y+z2—t=0,z—t=0}
obtener S; N S,.

Clave: El subespacio interseccion se puede determinar de forma sencilla
a partir del sistema formado por las ecuaciones cartesianas de los dos
subespacios.

4.6.5. Subespacio suma. Suma directa.

Si U; y Us son subespacios vectoriales de un K-espacio vectorial V,
entonces Uy + Uy = {uy + uguy € Uy,us € U} es el menor subespacio
vectorial de V' que contiene a U; y Us. A este subespacio se le denomina
suma de Uy y Us. Uy + Uy = (Uy UU,). Esta suma se dird que es suma
directa, y la denotaremos por U; & U, si ademés sucede que Uy N Uy = {0}.
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Ejemplo: obtener el subespacio suma.
Sean

S1=<(1,2,3,4),(2,3,4,1) >
SZ :{(x7y727t>|_3y+22207—2y—|—t20}
obtener S; + S5.

Clave: El subespacio suma, se puede obtener a partir de un sistema
)

generador, formado por la unién de los vectores de las bases de los dos

subespacios vectoriales.

4.6.6. Formula de Grassmann.

Si U; y U; son subespacios vectoriales de un K-espacio vectorial V' de
dimensién finita, entonces

4.6.7. Espacio cociente.

Sean V un K-espacio vectorial y U un subespacio vectorial de V. Se dice
que vy, ve € V estan relacionados médulo U si vy — vy € U. Entonces V/U es
un K-espacio vectorial con las operaciones + y -,

[u] + [v] = [u+v]

y lo llamamos espacio vectorial cociente de V' por U. Ademas,

dim(V/U) = dim(V') — dim(U)
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Ejemplo: subespacio cociente.
Sean el subespacio vectorial de R3,

U={(z,y,2)|lx+y+2=0}

Determinar si las siguientes parejas de vectores determinan la misma clase
de equivalencia,

» u=(0,1,3) yv=(1,1,2),
= (1,1,1)yv=1(2,1,2).

Determine una base del espacio cociente R?/U y calcule las coordenadas del
vector w = (1,2,3) + U en dicha base.

4.7. Ejercicios resueltos.

Ejercicio 01:
Sea el subespacio vectorial S C R* de base 8s = {(1,0,2,1),(1,1,—1,—1)}

1. Determine la dimensién de S.

2. Estudie para qué valores de a, (2,a,1,0) € S.

3. Halle las ecuaciones implicitas de S.
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Ejercicio 02:
Dados los subespacios U y V de R*,

U={(z,y,2,t)2c+2y —2=0,24+ 3y +t =0}
V={(z,y,z,t)]3x +y — 5t =0,z + z — 4t = 0}
1. Encuentre una base y unas ecuaciones del subespacio U + V.

2. Determine k para que (2,k,2,1) e U+ V.

3. Para dicho valor de k£ determine las coordenadas de (2,k,2,1) en la
base hallada en el apartado 1.

Ejercicio 03:
Dados los subespacios U y V de R*,

U=A{(z,y,2,t)|5z + 2z =2y +1,2x +t = 3y}
V=<(1,0,1,0),(2,0,a,—1) >
1. Halle una base de U.

2. Determine a para que NO se cumpla U & V = R*.

3. Para dicho valor de a calcule bases para U +V y U N V.

Ejercicio 04:
Dados los subespacios U y V de R*,

U={(z,y,z,t)Jlt+y—2—t=0,r —y—2z+t=0}
V =< (0,1,2,3),(3,2,1,0) >

1. Halle una base y unas ecuaciones para U + V.

2. Halle una base y unas ecuaciones para U N V.
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Ejercicio 05:
Extienda el conjunto de vectores V' = {(1,-2,0,-1), (4,2,2,1), (5,4, 3,2)} a
una base de R* utilizando un vector de la base candnica.

Ejercicio 06:
En el subespacio Ry[z] de los polinomios de grado < 4 se consideran los
subespacios

U=<uz(z+1)(z*+1),(z+1)> (x+1)* >

V=<a*—la@@+1)(z—-1),(x+1)(z*+1) >

encuentre una base del subespacio U NV y determine cudl de los polinomios
estd en él: p(z) = 22 y/o q(z) = (x + 1)(z* — 1).

Ejercicio 07:
En el espacio vectorial Rs[z] de los polinomios de grado < 3 se considera el
subespacio

U = {p(z)|p(2) = p(3) = 0}

Determine su dimensiéon y una base.

Ejercicio 08:

En el K-espacio vectorial K" se sabe que en el subespacio V' =< vy, v9, v3 >,
v1 ¥ vg no son proporcionales y que el subespacio W esta generado por una
unica ecuacién implicita. Demuestre que V NW #£ 0.

Ejercicio 09:

En el R-espacio vectorial F(R,R) de las funciones de R en R decida si las
siguientes funciones son linealmente independientes: f(z) = 1, g(z) = 27,
h(z) =277,
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Ejercicio 10:
En el R-espacio vectorial Rs[x] de los polinomios de grado < 3 con coeficientes
reales, se pide

1. Estudie si el conjunto S = {x® — x + 1,22 — x, 3} es linealmente inde-
pendiente.

2. Ampliar S hasta una base de Rs[z].

3. Escribir las coordenadas del vector 23 + 22 + z + 1 en la base obtenida
en el apartado 2.

Ejercicio 11:
Sea U el conjunto de matrices de la forma

(%)

con a,b € R. Demuestre que U es un subespacio vectorial de My(R). Deter-
minar su dimension.

Ejercicio 12:
Sea U el conjunto de matrices de la forma

—a 0
b a+b

con a,b € R. Demuestre que U es un subespacio vectorial de M>(R). Deter-
minar su dimensién y una base.
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Ejercicio 13:
Sean
U=<(11,a),(a,1,1) >

V=<(-1,a,-1),(1,1,1) >

Calcular la dimension de U NV segun los valores de a.




