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Capitulo 0

Preliminares

0.1. Notacion.

Denotaremos los conjuntos numéricos conocidos comos sigue:
» Numeros naturales: N = {1,2,3,...}.

» Numeros enteros positivos: Zt* =NU {0} ={0,1,2,3,...}.
» Numeros enteros: Z = {... —3,—2,—1,0,1,2,3,...}.

» Numeros racionales: Q = {a/bla,b € Z,b # 0}, y teniendo en cuenta
que a/b = ¢/d si y solo si ad = bc.

s Numeros reales: R.

= Numeros complejos: C = {a + bi|a,b € R,i* = —1}.

0.2. Definiciones previas.

0.2.1. Cuerpo.

Un cuerpo es un conjunto K con dos operaciones que llamaremos suma
y producto y que denotaremos por + y A, respectivamente, que cumplen las
siguientes propiedades,

1. Lasuma es asociativa: Dados a, b, ¢ € K, entonces a+(b+c) = (a+b)+c.

2. La suma es conmutativa: Dados a,b € K, entonce a + b =0+ a.
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3. Existencia de elemento neutro para la suma: Existe un elemento que
denotamos por 0 € K y que llamamos elemento neutro para la suma,
tal que 0 + a = a + 0 = a para cualquier a € K.

4. Existencia de elemento opuesto para la suma: Para todo a € K existe
un elemento ¢’ € K de forma que a +a’ = o’ + a = 0. En el caso de
la suma, llamaremos a este elemento el opuesto de a y lo denotaremos
por —a.

5. El producto es asociativo: Dados a,b, ¢ € K, entonces a-(b-¢) = (a-b)-c.
6. El producto es conmutativo: Dados a,b € K, entonce a-b =10 - a.

7. Existencia de elemento neutro para el producto: Existe un elemento
que denotamos por 1 € Ky que llamamos elemento uno (unidad), tal
que 1-a =a-1=a para cualquier a € K.

8. Existencia de elemento inverso para el producto: Para todo 0 # a € K
existe un elemento a” € K de forma que a-a” = da”-a = 1. Este
elemento inverso se denota por ! o 1/a.

9. El producto es distributivo respecto a la suma: Dados a,b,c € K,
entonces a- (b+¢)=a-b+a-c

Cuidado: Estamos definiciendo cuerpo conmutativo. Puede definirse un
cuerpo no conmutativo excluyendo de la definicion propiedad correspon-
diente. La definicién puede variar segin el autor, por lo tanto es importante
contextualizar en qué situaciéon estamos trabajando.

Notaciéon: Sera comtn denotar el producto a - b por ab.

0.2.2. Grupo abeliano.

Se dice que un conjunto K con una operacion que denotamos por + y
a la cual llamamos suma, es un grupo abeliano si se cumplen las siguientes
propiedades,

1. Asociativa: Dados a,b,c € K, entonces a + (b+c¢) = (a+b) + c.

2. Conmutativa: Dados a,b € K, entonce a +b = b+ a.



0.2 Definiciones previas. 3

3.

Existencia de elemento neutro: Existe un elemento que denotamos por
0 € K y que llamamos elemento neutro para la suma, tal que 0 4+ a =
a + 0 = a para cualquier a € K.

. Existencia de elemento simétrico: Para todo a¢ € K existe un elemento

a € K de forma que a +d = a +a = 0. En el caso de la suma,
llamaremos a este elemento el opuesto de a y lo denotaremos por —a.

0.2.3. Anillo.

Un anillo es un conjunto K con dos operaciones que llamaremos suma y
producto y que denotaremos por + y A, respectivamente, que cumplen las
siguientes propiedades,

1.

2.

La suma es asociativa: Dados a,b, ¢ € K, entonces a+(b+c¢) = (a+b)+-c.

La suma es conmutativa: Dados a,b € K, entonce a +b =0+ a.

. Existencia de elemento neutro para la suma: Existe un elemento que

denotamos por 0 € K y que llamamos elemento neutro para la suma,
tal que 0 + a = a + 0 = a para cualquier a € K.

. Existencia de elemento opuesto para la suma: Para todo a € K existe

un elemento a’ € K de forma que a +a' = a’ + a = 0. En el caso de
la suma, llamaremos a este elemento el opuesto de a y lo denotaremos
por —a.

. El producto es asociativo: Dados a, b, ¢ € K, entonces a-(b-c) = (a-b)-c.

. El producto es conmutativo: Dados a,b € K, entonce a-b =10 - a.

Existencia de elemento neutro para el producto: Existe un elemento
que denotamos por 1 € K y que llamamos elemento uno (unidad), tal
que 1-a =a-1 = a para cualquier a € K.

. El producto es distributivo respecto a la suma: Dados a,b,¢c € K,

entonces a- (b+c)=a-b+a-c

Cuidado: Estamos definiciendo anillo conmutativo y con identidad. Puede
definirse un anillo no conmutativo o sin identidad excluyendo de la definicién
las correspondientes propiedades. La definicion puede depender del autor, por
lo tanto es importante contextualizar en qué situacién estamos trabajando.

Nota: Un anillo es un cuerpo para el que no se garantiza que cada elemento
no nulo tenga inverso respecto a la operacion producto.
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0.2.4. Grupo.

Se dice que un conjunto K con una operacion que denotamos por *, es
un grupo si se cumple

1. La operacién es asociativa: Dados a,b,c¢ € K, entonces a * (b * ¢) =
(axb)x*c.

2. Existencia de elemento neutro: Existe un elemento que denotamos por
e € K y que llamamos elemento neutro, tal que e x a = a *x e = a para
cualquier a € K.

3. Existencia de elemento simétrico: Para todo a € K existe un elemento
b € K de forma que axb=>0x*a = e.

Nota: Un grupo es un grupo abeliano no conmutativo.



Capitulo 1

Matrices

1.1. Definicién e interpretacion: qué es, como
se interpreta, para qué sirve.

Qué es: una matriz es una ordenacion concreta de nimeros por filas y
por columnas que se representan entre paréntesis. Formalmente y de forma
descontextualizada, una matriz, llamemosla A, es un objeto matemaético de
la forma

a1 19 QA1np
921 929 Qony
A=
Am1 Am2 e Amn
donde a;; € K, para ¢ = 1,2,...,m,j = 1,2,...,n, donde n,m ntmeros
naturales y K un cuerpo. Esto se puede escribir de forma abreviada como
A = (a;;) detallando el recorrido de los subindices en caso de que fuera

necesario.

De dénde surge: Las matrices surgen de la necesidad de simplificar la
escritura de un sistema de ecuaciones lineales. Por ejemplo, el sistema

a111 + 199 4.+ ATy — bl
a921T1 + a929T9 “+...+ Aonly, = bg

Am1T1 + ApaT2 +.t QppTn = bm
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6 Matrices

queda representado univocamente (sin lugar a dualidades) por la matriz

aix Q12 A1n by
Q21 A22 agn  bo
Ami Qma - Qmn  Om

y es obvia la simplificacién que supone este tipo de escritura.

Para qué sirve: Como ya hemos dicho sirve para simplificar la escritura
de un sistema de ecuaciones, pero ademads, este descubrimiento inocente
ha resultado ser una herramienta realmente poderosa para representar
funciones lineales, formas bilineales, formas cuadraticas, o trabajar con
espacios vectoriales. Todo ello lo veremos en distintos temas de este curso.
Ademsds, las matrices tienen aplicaciones en otros campos: series temporales,
cadenas de markov, estructuras de dependencia (varianzas y covarizas),
grafos, o sus aplicaciones en el calculo con las matrices Hessiana y Jacobiana.

Video Externo: Matrices - qué son, como se interpretan, para qué sirven. I

1.2. Vocabulario basico 1.

1.2.1. Tamano, dimensién y orden.

El tamano de una matriz es la cantidad de filas y columnas dicha matriz
(y ademds, en ese orden). Por lo tanto, utilizando la notacién arriba, el
tamano de la matriz A es m X n.

Tamano, dimensién y orden son sinénimos.

Al conjunto de matrices de tamano m X n cuyos elementos estan en el
cuerpo K lo denotamos por M, ,,(K).

1.2.2. Matriz fila y matriz columna.

Una matriz fila es una matriz del conjunto M, ,(K), de tamano 1 x n,
es decir, esta formada por por una sola fila,

F:(a1 Ao ... CLn)
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1.2 Vocabulario basico 1. 7

Una matriz columna es una matriz del conjunto M,, ;(K), de tamano
m X 1, es decir, estd formada por una sola columna,

a
5]

Ejemplos de matriz fila serian,
(2 —4) (21 -1) (233 —5)

y matrices columna,

VR
|

H;I\D
~__
[ =
—

W W N

1.2.3. Matriz cuadrada.

Una matriz cuadrada es aquella en la que m = n, es decir, que tiene la
misma cantidad de filas que de columnas,

ajpr  ai19 Q1n

a21  a29 Qon
A= .

Ap1  Ap2 oo Qpn

Se dice entonces que A es una matriz cuadrada de orden n.

Al conjunto de matrices cuadradas de orden n cuyos elementos estan en
el cuerpo K lo denotamos por M, (K).

Diagonal principal y diagonal secundaria. La diagonal principal de
una matriz es la formada por los elementos posicionados en un mismo orden
en fila y columna. Es decir, por ai1, ass, ..., an,. La diagonal secundaria es
la diagonal que se forma en sentido contrario al de la diagonal principal, es
decir, la que forman los elementos a1y, Ga(m—1y; ---, an1. Esto se puede escribir
de forma mas rigurosa diciendo que los elementos de la diagonal principal
son los de la forma a;; y los de la diagonal secundaria los a;; para los
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8 Matrices

cuales i + j = n + 1, donde n es el orden (tamano) de la matriz. Para que
quede claro, la diagonal principal seria,

o]

(5 &

B -1 1 2] -1 1 0
o)

0 ) 0 [2] -2 -3
- 1 3 [4] 1
13[4 -5 1 1 [1]

y las diagonales secundarias,

-1 1 [0]
2 [-2] -3
3] 4 1
af 374 5] 1 1 1

= \V]

R e
(3] 2

Nota: la mayoria de los textos enlazan el concepto de diagonal principal
/ diagonal secundaria con la presuposicién de estar trabajando con una
matriz cuadrada. Sin embargo (y quizd cometiendo un abuso de notacién)
a menudo nos referiremos a las diagonales principal / secundaria de una
matriz no cuadrada como aquellas formadas por los elementos a; y a;;
(1 +7 =n+ 1) como se defini6 en el parrafo anterior.

1.2.4. Matriz triangular.

Una matriz triangular es aquella que tiene ceros por debajo o por encima
de la diagonal principal. Una matriz triangular superior es cualquiera de
las que sigue,

2 3 1 1
2 1 g ; ff 02 5 =2
0 —3 o ol 4 00 —4 —1
00 0 1

y una matriz triangular inferior como una de estas,

2 0 0 0
2 0 g g 8 1 2 0 0
1 -3 o1y 4 -1 —4 0

3 2 1 1


Aspire-ES15
Resaltar

Aspire-ES15
Resaltar

Aspire-ES15
Resaltar

Aspire-ES15
Resaltar


1.2 Vocabulario basico 1. 9

1.2.5. Matriz diagonal, matriz escalar y matriz identi-
dad.

Una matriz se dice que es una matriz diagonal si todos los elementos
fuera de la diagonal principal son nulos, es decir, a;; = 0 para todo ¢ # j.
Algunos ejemplos de matrices diagonales de orden 2, 3 y 4, respectivamente,

20 0 0
2 0 ggg 02 0 O
0 -3 00 4 00 —4 0
00 0 1

Una matriz se dice que es una matriz escalar si es diagonal y todos
los elementos de esta son iguales. Algunos ejemplos de matrices escalares de
orden 2, 3 y 4, respectivamente,

-1 0 0 o0
(20) 328 0 -1 0 0
0 2 00 4 0O O -1 0

o 0 0 -1

La matriz identidad es la matriz diagonal formada por unicamente unos
en la diagonal, es decir, a;; = 0 para todo @ # j, y a; = 1. Esta matriz es
muy importante porque es el elemento neutro para el producto de matrices.
Ejemplos para los casos particulares para la identidad de orden 2, 3, y 4 son,

Lo o 100 0

10 0 1
0 10

(01) 0 ¢ 0 0

0 0

Se denota comumnente como I, (donde n hace referencia al tamano de la
matriz) o simplemente como [ si no hay confusién sobre su tamaro.

0
0
1

o = O

1.2.6. Matriz nula, matriz opuesta y matriz traspues-
ta.

Una matriz nula es aquella en la que todos sus elementos son nulos,
se denota por 0,x,,, o simplemente por 0 cuando no haya confusién con su
tamano.

00 ... O
00 ... O
Onxm - . .. .

00 ... 0
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10 Matrices

Dada una matriz A € M,, ,(K), A = (a;;), llamaremos matriz opuesta
de A, a la matriz —A = (—ay;),

—a11 —Qa12 —Q1n

—Qa921 — Q929 —Qon
_A —

—Am1 —Am2 —Amn

Dada una matriz A € M,,,(K), A = (a;;), llamaremos matriz tras-
puesta de A, y denotaremos por A’, a la matriz que se obtiene intercam-
biando filas por columnas en A, es decir, A = (a;;),

a11 Qo1 e Ot

At: Q12 A29 ... Am2

Ain A2 ... Gmp

Por ejemplo,

2 1
(2 =1 4 -3 (21 -4 3 ¢ | -1 =2
A“('1 -2 -1 —2> '_A“<«—1 2 1 2) =14 4
-3 -2

Propiedades de la matriz traspuesta.
(AN =
» (A+B)= A"+ B

(

(

AB)t = Bt At
kA) = LA

1.2.7. Matriz simétrica y matriz antisimétrica.

Una matriz A € M, (K) se dice que es una matriz simétrica si y solo
si At = A.

CONCLUSION: Una matriz es simétrica cuando los elementos que
son simétricos respecto a la diagonal principal son iguales, es decir, aquella
en la que a;; = ajj.


Aspire-ES15
Resaltar

Aspire-ES15
Resaltar

Aspire-ES15
Resaltar

Aspire-ES15
Resaltar


1.2 Vocabulario basico 1. 11

Una matriz A € M, (K) se dice que es una matriz antisimétrica si y
solo si A" = —A.

CONCLUSION: Una matriz es antisimétrica cuando los elementos que
son simétricos respecto a la diagonal principal son iguales en valor absoluto
pero de distinto signo, es decir, aquella en la que a;; = —aj;.

Ejemplos de matrices simétricas son,

2 1 -4 3
2 1 § 2_12 1 2 -1 2
1 -3 '] 1 4 —4 =1 —4 1
32 1 1
y antisimétricas,
2 —1 4 -3
2 -1 ; _23 _21 1 -2 1 =2
1 -3 . ¥ —4 -1 4 1
3 2 1 1

1.2.8. Igualdad de matrices.

Dadas dos matrices A, B € M,,,,(K), con A = (a;;) y B = (b;;), se dice
que son iguales si y solo si a;; = b;; para todos los pares i, j.

Obviedad: La primer condicién es que las matrices han de ser del mismo
tamano.

Ejemplo: Igualdad de matrices.
Determine los valores de los parametros para los que A = B, siendo

g_(a+2b-14 -3 2 s_(2c-14 =32
L0 =2 1 —2d41 3 ) Y "7 \Lo —2 ¢ 1 0
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12 Matrices

1.3. Operaciones con matrices.

1.3.1. Suma de matrices.

Dadas dos matrices A, B € M,, ,,(K), con A = (a;;) y B = (bi;), se define
la suma de Ay B,y se denota por A+ B, como es la matriz A+B = (a;;+b;;).

CONCLUSION: Las matrices se suman término a término.

Propiedades de la suma de matrices.
» Asociativa: A+ (B+C)=(A+B)+C
= Comnutativa: A+ B=B+ A

= Existe elemento neutro: A +0 =04+ A = A, donde 0 es una matriz
formada enteramente por Os.

» Existencia de elemento simétrico: A+ (—A4) = (=4) + A = 0, donde
—A es una matriz cuyos elementos son iguales que los de A pero con
signo contrario.

NOTA: Observese que se estd exigiendo que las dos matrices sean del
mismo tamano. En otro caso la suma no tiene sentido.

Video Externo: jPor qué... la suma de matrices?'

1.3.2. Producto de una matriz por un escalar.

Dada la matriz A € M, ,,(K), con A = (a;j), y un escalar k € K, se
define el producto de una matriz por un escalar y se denota por kA, como
la matriz kA = (ka;;).

CONCLUSION: Para multiplicar una matriz por un escalar multi-
plicamos todos sus elementos por dicho escalar.

Propiedades del producto de una matriz por un escalar.
» Es distributivo respecto de la suma de escalares: (k+t)A = kA +tA
» Es distributivo respecto de la suma de matrices: k(A + B) = kA+ kB
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1.3 Operaciones con matrices. 13

1.3.3. Producto de matrices.

Dadas las matrices A = (a;;) € Muo(K) y B = (b)) € My,(K),
se define el producto de A y B, y se denota por AB, como la matriz
AB = (¢;5) € Myp(K), con ¢;j = > 0" aigbky.

CONCLUSION: Las matrices se multiplican en el sentido de filas
por columnas, recorriendo todas las filas de la primera matriz y todas
las columnas de la segunda matriz, multiplicando elemento a elemento y

sumando las cantidades. El resultado de esta suma de productos se coloca en
la posicion correspondiente a la fila y la columna que se estan multiplicando.

Video Externo: ;Por qué... el producto de matrices?'
Video Externo: Multiplicar matrices facil y réapido. I

Propiedades del producto de matrices.

» Asociativo: A« (B-C) = (A- B) - C (siempre que tenga sentido)

» Exite elemento neutro: /- A= A-I = A (con la identidad del tamano
correspondiente)

» Es distributivo por la izquierda respecto de la suma de matrices:
A-(B+C)=A-B+ A-C (cuando tenga sentido)

= Es distributivo por la derecha respecto de la suma de matrices:
(A+B)-C=A-C+ B-C (cuando tenga sentido)

» Asociativo en el producto por un escalar: k- (A-B) = (k-A)- B (cuando
tenga sentido)

MUY IMPORTANTE: El producto de matrices no es comnuntativo.

NOTA: AnXmBka - Onxk-
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14 Matrices

Ejemplo: Producto de matrices.
Dadas las matrices A y B, determine los productos AB y BA,

Ejemplo: Operaciones con matrices.
Dadas las matrices,

1 3 4 2 0 —1
A= 0 -1 2 y B=[01 -2
—1 2 -2 31 3

determine A+ B, A— B, 3A — 2B, AB y BA.

1.3.4. Potencia de una matriz.
Calcular la potencia de una matriz es equivalente a calcular productos

.

sucesivos, tantas veces como indique el exponente, es decir, A" = A
El producto se realiza de forma inductiva, A” = A" 1A = AA™ L.

Una matriz se dice que es idempotente si A% = A.

Una matriz se dice que es nilpotente de orden n, si A* = 0 para todo
1> n.

Una matriz se dice que es involutiva si A% = I.

Habra tres situaciones en las que podrémos encontrar de forma sencilla
la potencia n-ésima de una matriz:

= cuando encontramos un patréon de comportamiento al ir haciendo po-
tencias sucesivas;

= cuando exista un ciclo al hacer potencias sucesivas, es decir, existe un
k para el cual A* = I;
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1.3 Operaciones con matrices. 15

» cuando A = (I + B) donde [ es la matriz identidad y B una matriz
nilpotente.

Ejemplo: Potencia de una matriz - ciclo.
Dada la matriz

O~
—_ o

calcule A™.

Ejemplo: Potencia de una matriz - induccion.
Calcule A7, siendo

4 -3 -3
A= 5 —4 -4

Ejemplo: Potencia de una matriz - nilpotente.
Dada

1
A=10
0

O = DN

3
2
1

calcule A™.

1.3.5. Resta y division de matrices.

En las propiedades de la suma de matrices hemos visto que se garantiza
la existencia de elemento simétrico, es decir, para cada A € M,,,(K) existe
un —A € M,,,(K) de forma que A+ (—A) = 0 (recuerda que definiamos — A
como la matriz opuesta de la matriz A). Esto indirectamente nos formaliza

la resta de matrices (equivalente a sumar el elemento simétrico) de forma
que A— A=A+ (-A).

La divisiéon de matrices, sin embargo, no existe como tal. Para ”dividir”
tenemos que multiplicar por otra matriz de forma que el resultado sea
el elemento neutro del producto. Ademads, sabemos que el producto de
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16 Matrices

matrices no es conmutativo, por lo tanto, existiran ciertas condiciones para
la existencia de esta matriz inversa.

1.4. Matriz escalonada y matriz escalonada
reducida.

Llamaremos pivote de una fila al primer elemento no nulo de dicha fila.

Una matriz estd escalonada por filas si:

el pivote de cada fila estda a la derecha del pivote de la fila inmediata-
mente anterior,

el pivote de cada fila es un 1,

todos los elementos por debajo del pivote de una fila son 0,

todas las filas nulas de la matriz estdn agrupadas en la parte inferior.

Se dice que ademas es escalonada reducida por filas si los elementos que
aparecen en la misma columna que el pivote de una fila son todos cero.

Ejemplos: Primero matrices que si estan escalonadas por filas,

1] -1 4 -3 2 1] -1 4 -3 2 Y -1 4 -3
0 [1] 1 -2 0 0 [1] 1 -2 0 0 o0 [1] -2
o o0 [1] 1 1 0 0 0 [1] 1 0 0 o0 [1]
0 0 0 [1] 1 0 0 0 0 [1] 0 0 0 O

Y ahora, unas matrices que no lo estén,

2] -1 47 -3 2 i Y14, -3\2 (1] -1 4 -3
0 [1] 1 -2 0 0 [1] 1 -2 0 0 0 [1] -2
0 0 [1] 1 1 0 0 o [1] 1 0 0 0 0
0 0 0 [1] 1 SIILPITRLIOAS ¢ 0 0 0 0

Una matriz estd escalonada por columnas si:

= el pivote de cada columna estd por debajo del pivote de la columna
inmediatamente anterior,

= ¢l pivote de cada columna es un 1,

S O O N
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1.5 Transformaciones elementales. 17

= todos los elementos a la derecha del pivote de una columna son 0,

= todas las columnas nulas de la matriz estdn agrupadas en la parte
derecha.

Se dice que ademas es escalonada reducida por columnas si los elemen-
tos que aparecen en la misma fila que el pivote de una columna son todos cero.

Ejemplos: Primero matrices que si estan escalonadas por columnas,

1] o (1] o

0
2 0
0 0
1

Y ahora, unas matrices que no lo estan,

1] 0o 1) o1 i
1

0
1

OOH
[\')HO [a)
— o]

—_

oo o[
o o5 o
o e
cooo

O = O

[=]=
—

=
iR )
=

CR=N=

—=]o
o of=]o
o[=]o o

O =~ O

0
0

o O O

0
2 2

NOTA IMPORTANTE: Hay autores para los que una matriz es-
calonada no requiere tener pivote 1. Esto sera suficiente para la mayoria
de las aplicaciones en las que necesitamos obtener una matriz equivalente
escalonada (determinar el rango de una matriz o resolver un sistema de
ecuaciones lineales). Sin embargo, obligar a que el pivote sea 1 nos permitira
que la matriz escalonada equivalente a una matriz dada sea tnica.

1.5. Transformaciones elementales.

Sea A € M,, ,(K), lamaremos transformaciones elementales de filas
sobre la matriz A a cada una de las transformaciones del siguiente tipo:

» Intercambiar la posicién de dos filas.

= Multipliclar todos los elementos de una fila por un elemento no nulo de
K.

= Sumar a una fila otra multiplicada por un elemento de K.
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18 Matrices

Sea A € M, ,(K), llamaremos transformaciones elementales de co-
lumnas sobre la matriz A a cada una de las transformaciones del siguiente
tipo:

= Intercambiar la posicién de dos columna.

= Multipliclar todos los elementos de una columna por un elemento no
nulo de K.

= Sumar a una columna otra multiplicada por un elemento de K.

Si tenemos una matriz A € M, ,(K), y tras una serie de transfor-
maciones elementales por filas y/o columnas, obtenemos una matriz B,
entonces diremos que A y B son matrices equivalentes. Conseguir matrices
equivalentes es de gran utilidad. Por ejemplo, llas matrices equivalentes por
filas son distintas, pero determinan sistemas de ecuaciones que tienen la
misma solucién, y sus filas generan los mismos subespacios vectoriales. Esto
permite simplificar el problema encontrando matrices equivalentes que sean
mas sencillas que la original.

1.5.1. Forma normal de Hermite.

Para cada matriz A € M,,,(K) existe una unica matriz escalonada
reducida por filag equivalente a A a través de transformaciones elementales
por filas. A esta matriz la llamamos forma normal de Hermite por filas
de A (también recibe el nombre de forma escalonada reducida, o forma de
Gauss-Jordan de A).

Para cada matriz A € M, ,,(K) existe una dnica matriz escalonada redu-
cida por columnas equivalente a A a través de transformaciones elementales
por columnas. A esta matriz la llamamos forma normal de Hermite por
columnas de A.

1.5.2. Matrices elementales.

Llamamos matrices elementales a aquellas que se obtienen de aplicar
sobre la matriz identidad una tnica transformacion elemental. Por lo tanto
habra matrices elementales de tres tipos.

» En la matriz identidad intercambiamos dos filas (columnas).
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1.5 Transformaciones elementales. 19

» En la matriz identidad multiplicamos una fila (columna) por un escalar
ke K.

» En la matriz identidad sumamos a una fila (columna) el producto de
otra fila (columna) por un escalar k € K.

Si obtenemos B al aplicar una transformacion elemental por filas a la
matriz A y obtenemos E al aplicar la misma transformacion elemental por
filas a la matriz identidad I, entonces B = FA. Analogamente, si obtenemos
B al aplicar una transformacion elemental por columna a la matriz A y
obtenemos E al aplicar la misma transformacion elemental por columnas a
la matriz identidad I, entonces B = AFE.

Esto nos permite reinterpretar el producto de matrices como la aplica-
cién de una combinacion de transformaciones elementales a una matriz. En
particular, aplicar transformaciones elementales por filas serd equivalente
a multiplicar por la derecha, y aplicar transformaciones elementales por
columnas serd equivalente a multiplicar por la izquierda.

En general, si obtenemos una matriz B al aplicar una serie de trans-
formaciones elementales por filas sobre la matriz A y E; son las matrices
elementales obtenidas de realizar esa mismas transformaciones elementales
por filas sobre la matriz identidad I, entonces B = FEj--- FoE1A = PA
donde diremos que P = FEj---E3FE;, es una matriz de paso. De forma
equivalente se puede generalizar la relacién existente entre la aplicacién
de transformaciones elementales por columnas y el producto por la izquierda.

Video: Relacion producto de matrices y transformaciones elementales. I

Esta propiedad es de grandisima utilidad y es la que sostiene muchos
de los calculos que realizamos sin saber muy bien por qué. Por ejemplo,
esta es la propiedad que nos permite calcular la inversa de una matriz
por el método de Gauss-Jordan que veremos en un par de secciones.
Si tenemos una matriz A, que cumpla los requisitos necesarios para ser
invertible, y le aplicamos las trasformaciones necesarias para transfor-
marla en la matriz identidad I, entonces tenemos que I = PAA, donde
P es la matriz de paso anterior, pero que ademas, serd la matriz inversa de A.
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20 Matrices

1.5.3. Método de Gauss.

El método de Gauss es un proceso algoritmico que nos permite hacer
ceros en posiciones determinadas de una matriz a través de transformaciones
elementales por filas o por columnas, obteniendo como resultado una matriz
equivalente a la original. En particular, dada una matriz A € M, ,(K),
el método de Gauss nos va a permitir obtener una matriz escalonada
equivalente a A (esta vez no necesariamente con pivote 1).

Ejemplo: Método de Gauss - ceros debajo de la diagonal principal.
Aplique el método de Gauss para conseguir ceros en todos los elementos
debajo de la diagonal principal de

A= 2

0
1
2

Ejemplo: Método de Gauss - matriz escalonada y matriz de paso.
Dada la matriz

1 -1 1
A=12 1 3
5 1 7

conseguir una matriz escalonada equivalente B y la correspondiente matriz
de paso tal que B = PA.

1.5.4. Método de Gauss-Jordan.

El método de Gauss-Jordan es una extension del método de Gauss, de
forma que vamos a poder anular posiciones que quedan por encima del
elemento principal (pivote) de una fila o columna. En particular, dada una
matriz A € M, ,(K), el método de Gauss-Jordan nos va a permitir obtener
una matriz diagonal equivalente a la matriz A, y exigiendo que el pivote sea
1 obtendremos la forma escalonada reducida equivalente a A (forma normal
de Hermite de A).
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1.5 Transformaciones elementales. 21

Ejemplo: Método de Gauss-Jordan - matriz diagonal.

Aplique el método de Gauss para conseguir una matriz diagonal equivalente
a la matriz

-1 0 3
A= 2 1 1
-1 2 -1

Ejemplo: Método de Gauss-Jordan- forma normal de Hermite.
Dada la matriz

1 0 21
A=| -1 1 0 2
1 -1 0 3 3

3
2

conseguir una matriz escalonada reducida equivalente H (forma normal de
Hermite por filas) y la correspondiente matriz de paso tal que H = PA.

1.5.5. Rango y traza de una matriz.

El rango de una matriz A € M, ,(K) es la cantidad de filas no nulas en
su forma escalonada equivalente. Se suele denotar por rg(A) o R(A).

Ejemplo: calculo del rango de una matriz.
Dadas las matrices

1 -1 3 1 -2 1 =2
A= 2 -1 1 B=13 0 -1 1
2 wr Jgpid 4 -2 0 5

1 -1 4 -5 3
C=1 -3 6 8 -3 0
RaldelldM UGB 3

determine su rango.

Nota: Para calcular el rango no se requiere que el pivote de cada fila
de la matriz escalonada sea 1.
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Ejemplo: rango dependiendo de los valores de un parametro.
Determine el rango de A segun los distintos valores del parametro

1
A= 2
t

D =N

t
t
9

Ejemplo: rango dependiendo de los valores de un parametro.
Determine el rango de A segun los distintos valores del parametro

1 a —1 a
A= 20 =1 a 1
3 -1 1 0

Propiedades del rango.
- rg(A) <min{n,m}
= |rg(A) —rg(B)| < rg(A+ B) <rg(A) +rg(B).
» rg(kA) =rg(A), con 0 #k € K.

La traza de una matriz es la suma de los elementos de su diagonal
principal. Se suele denotar por tr(A) = > ay.

Propiedades de la traza.
w tr(A+ B) =tr(A) + tr(B).
w tr(kA) = ktr(A) con k € K.

» tr(AB) = tr(BA) cuando el producto tenga sentido.

1.6. Matriz inversa.

1.6.1. Inversas laterales.

Dada una matriz A € M,,,(K), diremos que B € M,,,(K) es una matriz
inversa a la derecha de A si AB = I,,. Esta matriz inversa a la derecha
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1.6 Matriz inversa. 23

existird si y solo si rg(A) = m.

Ejemplo: Inversa a la derecha.
Dada la matriz,

2 1 -1
A—(21 0)

determine su matriz inversa a la derecha.

Dada una matriz A € M,,,(K), diremos que B € M,,,(K) es una matriz
inversa a la izquierda de A si BA = [,,. Esta matriz inversa a la izquierda
existird si y solo si rg(A) =n.

Ejemplo: Inversa a la izquierda.
Dada la matriz,

determine su matriz inversa a la izquierda.

Una matriz tiene inversa si tiene inversa a la derecha e inversa a la izquier-
da. Por lo tanto, una matriz tendra inversa si es cuadrada y de rango méaximo.

MUY IMPORTANTE: Una matriz es invertible si y solo si es cua-
drada y de rango maximo.

1.6.2. Matrices cuadradas regulares.

Dadas A, B € M, (K), se dice que B es inversa de A si AB = BA = 1.
Esta matriz B, en caso de existir, se denotard comumnente por A~!. Esta
relacién es bidireccional, es decir, si B es la inversa de A, también A es la
inversa de B, o lo que seria lo mismo, A y B son matrices inversas. Una
matriz que tiene inversa se dice que es invertible o regular. Una matriz
que no tiene inversa se dice que es singular. Para que una matriz sea
invertible tiene que ser cuadrada y de rango méaximo.
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24 Matrices

1.6.3. Propiedades de la matriz inversa.

= Si A es invertible, entonces es equivalente a la matriz identidad.

Si A es invertible, entonces la inversa es unica.

Si A es invertible, entonces A™! es invertible y (A1)t = A

Si Ay B son invertibles, entonces AB es invertibley (AB)™! = A~'B™!
» Si A es invertible, entonces A! es invertible y (A")~! = (A1)

Nota: Una vez formalizado el concepto de matriz inversa podemos re-
definir el concepto de matrices equivalentes. Diremos que A, B € M,, ,,(K)
son matrices equivalentes si existen matrices invertibles P € M,,(K) y
Q € M, (K) tales que B = PAQ.

1.6.4. Calculo de la matriz inversa por el método de
Gauss-Jordan.

Como hemos adelantado arriba, podemos utilizar las caracteristicas de
las matrices elementales y la relacion que existe entre las transformaciones
elementales y el producto de matrices para calcular la matriz inversa de una
matriz dada. Para ello vamos a utilizar el método de Gauss-Jordan.

Ejemplo: matriz inversa por Gauss-Jordan
Determine las matrices inversas de

3 —1

1 -1 3
A:(2_1> y B=|2 -1 1
2 2 _13

1.7. Algebra de matrices: ecuaciones y siste-
mas matriciales.

1.7.1. Ecuaciones matriciales.

Se pueden resolver, de foma muy sencilla, ecuaciones matriciales de
tipo lineal, es decir, las equivalentes a ax = b. Sin embargo aqui hay que
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tener mucho cuidado con el producto de matrices, que como dijimos no es
comnutativo, y recordemos que la divisiéon no existe como operacion.

MUY IMPORTANTE: El producto de matrices no es comnutativo.
MUY IMPORTANTE: El equivalente a la divisién es el producto por la
inversa.

Ejemplo: despejando en una ecuacion matricial.
Despeje la matriz X en las siguientes ecuaciones,

1. AX=18B

2. XA=1B

3. AX+BX=C

4. XA+XB=C

5. AX+XB=C

6. AX+X =25

7. AX+2X =B

8. AX+BX+C=D
9. AX-BX-C=D

. AX+B=CX—-D

1.7.2. Sistemas de ecuaciones matriciales.

Un sistema (lineal) de ecuaciones matricial va a ser de la forma

aX +b0Y = A
cX+dY =B

donde X,Y, A, B son matrices y a,b,c,d son escalares (nimeros comunes).
Por lo tanto, el sistema se podra resolver facilmente por el método de
reduccion.
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26 Matrices

Ejemplo: Ejemplo sistema de ecuaciones matriciales
Resuelve el siguiente sistema,

2X—3Y:<_5 1 _2)

42 7
1 20
3X+2Y_(_2 | 5)

1.8. Factorizacion LU.

La factorizacion LU es un proceso de descomposicion de una matriz de
forma que la expresamos como el producto de dos matrices trianguales.
Trabajar con matrices triangulares es mas sencillo que trabajar con matrices
arbitrarias, esto hard que, en algunas situaiones, se aplique este método para
resolver sistemas, calcular determinantes o determinar matrices inversas de
forma mas sencilla y a veces, mas eficiente.

Toda matriz A € M,,,(K) se puede expresar de la forma PA = LU,
donde P € M,,(K) es una matriz de permutaciéon, L € M, (K) es una
matriz triangular inferior y U € M,,,,(K) es una matriz escalonada.

El proceso de descomposicién es andlogo a la forma en que se aplica el
método de Gauss para escalonar una matriz y tiene dos fases:

1. calculamos una matriz triangular inferior equivalente a PA de forma
que U = Q(PA),

2. calculamos la matriz inversa de ) obteniendo L = Q~!. De esta forma
PA=Q'U=LU.
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1.9 Ejercicios resueltos. 27

Ejemplo: Factorizacion LU

Expresar
1 -1
A= 2 -1
2 2 —13

como el producto de una matriz triangular inferior y otra matriz triangular
superior.

La matriz de paso P en la igualdad PA = LU es la que nos va a
permitir encontrar dicha factorizacion para cualquier matriz, pues habra
ocasiones en las que no se pueda reducir la matriz A directamente.

Ejemplo: Factorizacion LU

Expresar
0 -1 3
A= 2 -1 1
2 2 —13

como el producto de una matriz triangular inferior y otra matriz triangular
superior.

1.9. Ejercicios resueltos.

Ejercicio 01:
Determine en funcién de los parametros a, b, ¢ el rango de la matriz,

1 a be
1 b ca
1 ¢ ab
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Ejercicio 02:
Determine los valores de a, b, ¢ para que el rango de la matriz,

2

1 a a
1 a ab
b a® a?b

sea 2.

Ejercicio 03:
Estudiar el rango de la matriz,

a 0 0 b
b a 0 0
A= 0 b a 0
0 0 b a

Ejercicio 04:
Demuestre que la siguiente matriz es invertible y calcule su inversa,

11 0 0
1 2 -1 -1
1.1 1 1
4 6 -2 -1

Ejercicio 05:
Determine los valores de a para que a matriz,

20 —1 4a—2 a®>—2a
1 a? -1
2—a 4—2a a—2

sea invertible. Estudie los casos en R y en Z-.
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Ejercicio 06:
Dadas las matrices,

1 140  —i 1 144 —i
A=[0 i 1+ y B=(0 i 1-2i
1 142 1+ 1 1 i

calcular A~1.

Ejercicio 07:
Dada la matriz,

0 1/2 0
A=[1/2 0 0
0 0 1/2

calcular I + A+ A2+ A3+ ... 4+ A"+ ...

Ejercicio 08:
Dada la matriz,

calcular A".
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Capitulo 2

Determinantes

2.1. Definicion e interpretacion: qué es, cOmo
se interpreta, de donde surge, para qué
sirve.

Qué es: Un determinante es un nimero que se obtiene a partir de una
matriz cuadrada operando sus elementos de una forma concreta. Por eso se
dice que un determinante es una funcién que relaciona a una matriz con un
nimero.

De dénde surge: Surge de la necesidad de saber si un sistema de ecua-
ciones lineales tiene solucion o no la tiene. Aunque no lo creas, el concepto
de determinate surge antes que el concepto de matriz. Cuando nosotros
estamos resolviendo un sistema de ecuaciones lineales (por el método de
Gauss) los coeficientes de este sistema se combinan entre si de una forma
concreta. Pues bien, esta forma en que se combinan es exactamente igual a
la forma en que combinamos los elementos de una matriz en el calculo de
un determinante. Un determinante es eso, la forma en que se combinan los
coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales al escalornarlo por medio de
transformaciones elementales de Gauss. Cuando los coeficientes del sistema
se representan en forma matricial y se hacen esas mismas transformaciones
a la matriz surgen, de forma natural, las operaciones concretas que hoy
relacionamos con el calculo del determinante de una matriz.

Para qué sirven: Para resolver sistemas de ecuaciones lienales (Regla
de Cramer), para calcular dreas y volimenes en geometria (producto
vectorial y producto mixto de vectores), para estudiar la dependencia o


Aspire-ES15
Resaltar

Aspire-ES15
Resaltar

Aspire-ES15
Resaltar

Aspire-ES15
Resaltar

Aspire-ES15
Resaltar

Aspire-ES15
Resaltar

Aspire-ES15
Resaltar


32 Determinantes

independencia lineal de un conjunto de vectores (estudiando el rango de la
matriz que definen) y para clasificar matrices (la clasificacién de matrices
permite clasificar formas cuadraticas en algebra, cénicas y cuddricas en
geometria y la curvatura de una superficie en calculo).

Video externo: Determinantes - qué son, como se interpretan, para qué sirven.

Video externo: ;Por qué... un determinante se calcula de esta manera?'

2.2. Vocabulario basico.

Sea la matriz A = (a;;) € M, (K), denotaremos por |A| o por det(A) al
determinante de A, es decir,

ayp ai2 Q1n

a1 A92 Aoy,
4] =1 . .

An1 Gp2 ... Gpp

2.2.1. Menor.

Sea la matriz A = (a;;) € M,(K), un menor de orden £k de A es
el determinante de una submatriz cuadrada de A de tamano k obtenida
mediante la eliminacién de n — £ filas y columnas.

2.2.2. Menor principal.

Sea la matriz A = (a;;) € M,(K), un menor principal de orden k
de A es el determinante de una submatriz cuadrada de A de tamano k
obtenida mediante la eliminacién de las ultimas n — k filas y columnas. Se
suele denotar, en el contexto adecuado, por my.

2.2.3. Menor complementario.

Sea la matriz A = (a;;) € M,(K), el menor complementario del
elemento a;; es el determinante de la submatiz cuadrada de A de tamano
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n — 1 obtenida eliminando la fila i-ésima y la columna j-ésima, es decir, la
fila y la columna que contienen al propio a;;. Se suele denotar, en el contexto
adecuado, por m,;.

2.2.4. Adjunto.

Sea la matriz A = (a;;) € M, (K), el adjunto del elemento a;; (a veces
llamado cofactor), que denotaremos aqui por d;;, es d;; = (—1)"m;;, donde
m;; es el menor complementario del elemento a;;.

2.2.5. Matriz de adjuntos.

La matriz de adjuntos de la matriz A = (a;;) € M,(K) es la

matriz formada por los adjuntos de todos los elementos de A, es decir,
Adj(A) = (dij) € M, (K).

Propiedad: Adj(A") = (AdjA)"

2.3. Propiedades de los determinantes.

En lo que sigue denotamos las matrices A, B € M,,(K), y el escalar k € K,
y llamaremos F; y C; las distintas filas y columnas, respectivamente de la
matriz A, es decir,

Se cumple que,

1. Si una fila o0 una columna de una matriz se multiplican por un escalar
k, el determinante queda multiplicado por dicho ntmero,

(A B oo kE, .. B |=k(FA B .. F .. FE)
(O Gy oo kCy oo Co )| =k[(C1 Co o Gy o Gy
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2. Si multiplicamos una matriz A por un escalar k, entonces el deter-
mimante queda multiplicado por k", siendo n el orden de la matriz,

kAl = k"|Al.

3. Si una fila o una columna de una matriz se descompone en dos su-
mandos, el determinante de dicha matriz coincide con la suma de los
determinantes de dos nuevas matrices, donde cada una contiene a uno
de estos sumandos,

(A F .. Fp+F’
(R F .. F, .. F,

— 3

| \T E. )

| ( CoeCar ... Cp+Clam Cn |

MUY IMPORTANTE: cuidado!! con sumas en varias fi-
las/columnas. Hay que tener en cuenta todas las posibles combinaciones
de sumandos. Por ejemplo

N —|— o~

(R B+F BE)| # (B B B)|+|(h F )
(A BR+F B+B) = (A B FB)|+|(A B F)
+ (A B B)|+|(RA B )Y

4. Si se permutan dos filas o columnas de una matriz, su determinante
cambia de signo,

(F F, .. F .. F, .. F, )t|:t
==|(RA F .. F, .. F, .. F, )]

Cl 02 Cp Cq Cn ) | =
—1(C C . Cp o Cp o Cy )|

—~

5. Si una matriz tiene una fila o columna nula, su determinante vale 0,
(B B .. 0 o F)=0
N ea0esHIaL B LICASEOM= 0

6. Si una matriz tiene dos filas iguales o porporcionales, entonces su de-
terminante vale 0,

(R B ..F .. kF, .. F,)
1(C1 Cy o Cp o kG, o Cp )| =0
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7. Si una fila o columna de una matriz se puede obtener como combina-
cion lineal de otras filas o columnas de esta misma matriz, entonces su
determinante vale 0,

(P Fy .. kF,+tF, .. F,)'[=0

8. Si a una fila o columna le sumamos una combinacién lienal de otras
filas o columnas, el determinante no varia,

(F F .. Fi+kF,+tF, .. F,)|=|(FA F .. B .. F)|
(O Gy oo G+ kCy+1tCy o Co )| =[(C Co o G o Cy)]

9. El determinante del producto de dos matrices coincide con el producto
de los determinantes de cada una de las matrices,

|AB| = |A||B]

10. El determinante de la matriz inversa coincide con la inversa del deter-

minante de la matriz,
1

A7 = o
| Al
11. El determinante de una matriz coincide con el determinante de su ma-
triz traspuesta,

A% = |A|

Ejemplo: determinante usando las propiedades.
Calcule los siguiente determinantes,

a b+c a+b+c a b c
b a+c a+b+c |; a+xr b+x c+=x
c b+c a+b+c a+y b+y c+y

Ejemplo: determinante usando las propiedades.
Sin desarrollar demuestre que,

1 a b+e
1 b at+c|=0
1 ¢ a+bd
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Ejemplo: determinante usando las propiedades.
Sabiendo que,

1 1 1
a b c|=6
Ty z

determine el valor de,

D 5 5
b+1 a+1 c+1
y/243b x/2+3a z/2+3c

2.4. (Calculo del determinante.

2.4.1. Matrices de tamano 1.

Sea A = (a;;) € My(K), entonces A = (a11), y |A| = ai1.

2.4.2. Matrices de tamano 2.

Sea A = (a;;) € Ms(K), entonces

ailr aig
a1 Q22

Al =

‘ = Q11G22 — Q21012

2.4.3. Matrices de tamano 3: Regla de Sarrus.

Sea A = (a;;) € M3(K), entonces

aix aiz Az
|A\= (21 Q22 G23 | =
a31 azz2 33

Q11022033 + G21032013 + Q12023031 —
—(ay3a22a31 + a12a91a33 + Q23032017 )
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Ejemplo: calculo de deerminantes ordenes pequenos.
Calcule el determinante de las siguientes matrices,

9 1 4 -3 -3
A:(—Z) ; B:( ) O = 5 —4 —4
-1 1 0

1 3

2.4.4. Matrices de tamano n: desarrollo por adjuntos.

Sea A = (a;;) € M,,(K), entonces

a1 Q12 cee Q15 .. A1p
Q21 Q22 ... Q25 ... Qa2pn
: : - : & n
Al=| & S =Y audy = aydy
J - LYY
a;1 ;2 e Qg e Gy - i
ap1 Qp2 ... Qpj ... Adpp

donde d;; es el adjunto del elemento a;;.

Ejemplo: calculo de un determinante desarrollando por adjuntos.
Calcule el siguiente determinante,

3 2 2 -7
2 3 -2 3
3 -4 4 D
6 5 2 -13

2.4.5. Matrices de tamano n: reduccion de orden.

El célculo del determinante de una matriz de orden n puede resultar
particularmente tedioso conforme el valor de n aumenta. Sin embargo,
podemos utilizar las propiedades de los determinantes (en particular la
propiedad 8 de nuestra lista) para conseguir ceros en todos los elementos de
una fila o columna concreta menos en uno. Esto hard que el desarrollo por
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adjuntos se haga sobre un sélo elemento, reduciendo de esta manera en una
unidad, el orden de la matriz a la que le tenemos que calcular el determinante.

IDEA CLAVE: Aplicamos transformaciones elementales al estilo de
Gauss para hacer 0 en todos los elementos de una fila o una columna,
menos en uno. Aplicamos el desarrollo por adjuntos sobre esa fila o esa
columna. Asi, reducimos el orden de la matriz en una unidad. Procedemos
iterativamente hasta poder calcular el determinate.

CUIDADO: La forma efectiva de aplicar las transformaciones ele-
mentales de Gauss no es exactamente la misma que cuando estamos
reduciendo una matriz para estudiar, por ejemplo, el rango. La propiedad 8
de los determinates nos prohibe multiplicar la fila que vamos a sustituir por
un escalar, pues esto afectarfa al resultado del determinate. Por lo tanto, si
en la aplicacién del método de Gauss estandar hariamos la transformaciéon
F; — aF; — bF;, cuando estamos calculando determinantes deberfamos hacer
F, — F;, — (b/a)F}.

Ejemplo: calculo de un determinante por reduccién de orden.
Calcule el siguiente determinante,

2 2 -7
3 -2 3

W N W

2.4.6. Determinantes de Vandermonde.

Es el determinante de una matriz en la que cada fila (o columna) repre-
senta una progresion geométrica cuyo primer término es 1 y de razon z;. El
interés recae en que el determinante de una matriz de esta forma se puede
calcular de forma recursiva,

1 1 ... 1 1 1 ... 1
Ty T2 ... Tp Tog X3 ... Tp
2 .2 2 2 .2 2
vf a1k | = (my— )y — 1) (2e —a1) | T3 43 . T
n n n n n n
Ty T T, Lo T3 T

= H1gj<ign(95i — ;)
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Ejemplo: Determinantes de Vandermonde.
Calcule el siguiente determinante,

1 1 1 1 1
1 2 3 4 )
1 4 9 16 25
1 8 27 64 125
1 16 81 256 625

2.5. Determinantes y matrices.

2.5.1. Rango de una matriz.

El rango de una matriz A = (a;;) € M, (K) coincide con el tamafio de la
mayor submatriz cuadrada con determinante no nulo.

Ejemplo: calculo del rango de una matriz.
Dadas las matrices

1 -1 3 1 =2 1 48
A= 2 -1 1 B=|3 0 -1 1
2 2 —13 4 =2 0 5

1 -1 4 -5 3
C=| -3 6 8 -3 0
-2 5 12 -8 3

determine su rango.

Ejemplo: rango dependiendo de los valores de un parametro.
Determine el rango de A segun los distintos valores del parametro

A:

~ N =
S N )

t
t
9
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2.5.2. Matriz inversa por adjuntos.

La matriz inversa de A = (a;;) € M,,(K) se puede determinar por medio

de,

1 1
= —Adj(A") = —
Al |Al

A (AdjA)'

Ejemplo: matriz inversa por adjuntos
Determine las matrices inversas de

3 -

1 -1 3
A:(2_1> y B=12 -1 1

Video externo: jPor qué... la inversa de una matriz se calcula asi?

2.6. Ejercicios resueltos.

Ejercicio 01:
Calcule los siguientes determinantes,

1 12 123 1234 1 1 1 1 11(1’888
|2 23234 24| |1 -1 1 1 1 IR
@_3343413412’_11—11’6_00012

4 41 412 4123 1 1 1 -1 N, 2 ]

Ejercicio 02:
Calcule los siguientes determinantes,

a a a a a 1 1 1 a 0 a O
ae | @ b b b b 1 2—a 1 1 - 0 b 0 «a
a b c c|’ 1 1 2—b 1}’ a 0 b 0
a b ¢ d 1 1 1 b 0 a 0 a
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Ejercicio 03:
Calcule los siguientes determinantes,

-1 1 0 0 0
-1 -2 3 0 0
a=| 0 -2 -3 5 0],
o 0 -3 47
o 0 0 -4 9

1 1 -1 1
-1 -1 1 1
1 1 -1 -1
-1 1 1 1
1 -1 1 -1

Ejercicio 04:
Calcule el siguiente determinante,

1
)
1

S 33

3
—_

Ejercicio 05:
Calcule el siguiente determinante,

(n—i)n—{—l (n—.l‘).n+2 (n—i.)'n+3 n2

1 2
n+1 n+2
2n +1 2n + 2

n
n+3 2n
2n+ 3 3n

Ejercicio 06:
Calcule el siguiente determinante,

14 aq as
aq as + 1
aq a9
aq asg

asz
as
as + 1

a3

Qn
Qn
an

1+a,
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Ejercicio 07:
Calcule el siguiente determinante,

a 1b b b
b a b b
b b a b
b b b a

Ejercicio 10:
Calcule el siguiente determinante,

1 VIpJ7s1 1 1 1
-1 2 0 0 0 O
0O -1 2 0 0 O
0 0 -1 2 0 O

Ejercicio 11:
Determine en funcién de los parametros a, b, ¢ el rango de la matriz,

1 a be
1 b ca
1

ab

Ejercicio 12:
Determine los valores de a, b, ¢ para que el rango de la matriz,

1 a a
1 a ab
b a® a%b

sea 2.
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Ejercicio 13:
Determine los valores de a para que a matriz,

2a —1 4a—2 a®>—2a
1 a? —1
2—a 4—2a a-—2

sea invertible. Estudie los casos en R y en Zs.

Ejercicio 14:
Estudiar el rango de la matriz,

a 0 0 b
b a 0 0
A= 0 b a0
00 b a

Ejercicio 15:
Demuestre que la siguiente matriz es invertible y calcule su inversa,

11 0 O
S —1
] G|
4 6 =2 -1

Ejercicio 16:
Dadas las matrices,

1 144 | —i 1 144i  —i
A=10 i 1+2 y B=[o0 i 1-2i
11O QL SHI 14 1 1 i

calcular A~1.
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Capitulo 3

Sistemas lineales

3.1. Definicion.

Sobre un cuerpo K se define una ecuacioén lineal con n incognitas sobre
K a una expresiéon de la forma

a1T1 + asxs + ... + a,r, = b

donde cada a; y b son elementos de K. A a; se les llama coeficientes de la
ecuacion y a b término independiente.

Un sistema de ecuaciones lineales sobre un cuerpo K es una cantidad
indeterminada m de estas ecuaciones,

a1y + a12x2 4.+ appxT, = b1
a921T1 + a29T9 4.+ oLy — b2
Am1ZT1 + Apa%2 +ot Qpp®n = bm

Una ecuacion lineal describe la relacion lineal que hay entre una cantidad
arbitraria de variables. Combinando varias de estas ecuaciones y formando
un sistema podremos, en ocasiones, determinar un valor concreto para estas
variables (solucién del sistema). Esto es 1itil, no sélo para resolver problemas,
sino que nos va a permitir generalizar el concepto de funcién, la estandar del
estilo f(z) = y, a varias dimensiones (tanto en el conjunto de salida como
en el de llegada), o en geometria, donde cada ecuacion lineal con n variables
se puede interpretar como un hiperplano en un espacio de dimensién n.
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3.1.1. Expresién matricial de un sistema.

Denotando por,

air Q19 A1m T bl

21 Q929 Aom ) bg
A= . o . X = . B =

Anl Ap2 - Qpm Ty, b

podemos expresar un sistema de ecuaciones lienales de la forma AX = B,
donde A es la matriz de coeficientes, X la matriz de incognitas,
y B la matriz de términos independientes. Una forma simplificada
de representar un sistema es utilizando la matriz ampliada asociada al
sistema,

a1 19 Q1ny bl

921 929 Aoy, b2
(A[B) =

Al Gma oo Gmn | Om

3.1.2. Solucion de un sistema de ecuaciones lineales.

La solucion de un sistema de ecuaciones lineales es una n-upla
(r1,72,...,7) que satisface todas las ecuaciones del sistema, es decir, que si

R = ( Ty To ... Ty )t, entonces AR = B.

3.1.3. Sistema homogéneo.

Un sistema de ecuaciones lineales se dird que es homogéneo si B = 0,
es decir, sera de la forma AX = 0. Un sistema homogéneo siempre tiene
solucion puesto que X = 0 es siempre solucién trivial del sistema.

3.2. Clasificacion de un sistema de ecuaciones
lineales.

Un sistema de ecuaciones lineales puede tener o no tener solucién. En
caso de tener solucion se dice que el sistema es compatible. Si no tiene
solucién, entonces se dice que es incompatible. Un sistema de ecuaciones
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lineales compatible, puede tener solucién tunica o puede tener infinitas
soluciones. Si tiene solucién unica se dird que el sistema es compatible
determinado. En caso de tener infinitas soluciones, se dira que es compatible
indeterminado. Hay formas comunes de clasificar un sistema en cuanto a la
cantidad de soluciones que tiene.

IDEA CLAVE:
= Sistema compatible determinado: tiene solucién tnica.
» Sistema compatible indeterminado: tiene infinitas soluciones.

= Sistema incompatible: no tiene solucién.

3.2.1. Meétodo de Gauss.

El método de Gauss para la discusion de un sistema consiste en decidir
como son las soluciones de éste comparando la cantidad de ecuaciones
(linealmente independientes) y la cantidad de incognitas que lo forman.
Puesto que debemos estar seguros que comparamos ecuaciones independien-
tes debemos trabajar sobre un sistema reducido. Por lo tanto, lo primero
que debemos hacer es aplicar trasformaciones elementales de Gauss para
encontrar la forma escalonada equivalente a la matriz ampliada asociada al
sistema. Esto es equivalente a estudiar el rango de la matriz, por lo que no
se va a requerir que los pivotes de la matriz escalonada sean 1. Esta forma
escalonada puede ser de tres tipos,

Tipo I: Sistema compatible determinado (SCD)

611 512 a1n 91

0 a9 ... agn bg

(A[B) = :
0 0 . Gn|bm

Tipo II: Sistema compatible indeterminado (SCI)

a;; a2 ... Qi ... Qip b1

0 a9 ... agk agn b2
(A[B) =

0 0 ... Qg .. «u|b
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Tipo III: Sistema incompatible (SI)

511 512 aln 91
0 a99 52n bg

AB)=1 . . .
0 0 .. 0 |bn

[lustramos con ejemplos numéricos. Dadas las matrices ampliadas
asociadas a distintos sistemas de ecuaciones lineales,

2 1 2 0 1 2 1 2 011
0 -3 0 1 2 0 =3 0 1|2
WIB) =10 o 1 1|2 (AalB2) = | o 7 1 12
0O 0 0 —-1]|-2 0O 0 0 010
2 1 2 011 2 1 2 01
0 =3 0 12 0 -3 0 1] 2
0O 0 0 0(0 0O 0 0 0]-2

el sistema asociado a (A;|B;) es compatible determinado, los sistemas
asociados a (Ay|Bs) y (As|B3) son compatibles indeterminados, y el sistema
asociado a (A4|By) es incompatible.

Ejemplo: clasificacion de un sistema - método de Gauss.
Clasifique, sin resolver, los sistemas,

2 4y —z = -3 2v 4y —z = =3
z-=2y +2z2 = 1 »; r 2y +2z = 1
2v 4y 4z = 5 3r —y +z =

3.2.2. Teorema de Rouche-Frobenius.

El teorema de Rouché-Frobenius permite clasificar un sistema comparan-
do los rangos de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada asociadas
al sistema. Denotamos por A a la matriz de coeficientes, por (A|B) a la
matriz ampliada asociada al sistema, y n el nimero de incégnitas del sistema.
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» Fl sistema serd compatible determinado si y solo si rg(A) = rg(A|B) =
n.

» El sistema serd compatible indeterminado si y solo si rg(A4) =

rg(A|B) < n.
» El sistema serd incompatible si y solo si rg(A) # rg(A|B).

Para aplicar el teorema de Rouché-Frobenius tenemos que determinar
los rangos de la matriz de coeficientes A y de la matriz ampliada (A|B)
asociadas al sistema objetivo. Estos rangos se pueden estudiar utilizando el
método de Gauss o utilizando determinantes.

Ejemplo: clasificacion de un sistema - Teorema de Rouche-
Frobenius / rango por Gauss.
Clasifique, sin resolver, los sistemas,

2 4y —z = -3 2 +y —z = —3
z =2y 42z = 1 ; r 2y +2z = 1

Ejemplo: clasificacion de un sistema - Teorema de Rouche-
Frobenius / rango por determinantes.
Clasifique, sin resolver, los sistemas,

Zr G- ~) —3 2 +y —z = -3
T 2y +2z = 1 ;; r —2y +2z = 1
2t +y +z = 5 3r —y +z =

3.3. Resolucion de un sistema de ecuaciones
lineales.

3.3.1. Ecuacion matricial asociada.

Tomando AX = B como la expresion matricial asociada al sistema de
interes, podemos determinar X despejando directamente desde la ecuacion
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50 Sistemas lineales

matricial, obteniendo X = A~!B. Notese que la matriz A tiene que ser
invertible.

Ejemplo: resolucién de un SCD utilizando matriz inversa.
Resuelva el sistema,

2 +y —z = -3
r =2y 42z = 1
v +y 4z =

3.3.2. Meétodo de Gauss.

El método de Gauss para la resolucion de sistemas consiste en encontrar
un sistema equivalente al sistema original, a través de transformaciones ele-
mentales de Gauss por filas, que sea un sistema escalonado. El método de
Gauss se puede aplicar en dos fases bien diferenciadas:

1. Reduccién del sistema a un sistema escalonado; esto se puede hacer
sobre el propio sistema o utilizando la matriz ampliada asociada al
sistema.

2. Sustitucion hacia atras. Desde la tltima ecuacién, vamos despejando
cada variable y sustituyendo su valor en la ecuacion anterior. Notese
que en caso de ser un SCI, la ultima ecuacién tendra variables libres
que debemos transformar en parametros.

Ejemplo: resolucién de un SCD utilizando método de Gauss.
Resuelva el sistema,

2 +y —z = =3
r =2y 42z = 1
2r +y  +z =
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Ejemplo: resolucién de un SCI utilizando método de Gauss.
Resuelva el sistema,

r +3y —=z t =1
—x =3y +2z = 2
T +3y +2t = 4

3.3.3. Meétodo de Gauss-Jordan.

El método de Gauss-Jordan para la resolucion de sistemas consiste en
encontrar un sistema equivalente al sistema original, a través de transforma-
ciones elementales de Gauss por filas, que sea un sistema escalonado reducido,
es decir, que la matriz de coeficientes asociada al sistema transformado es la
forma normal de Hermite por filas de la matriz de coeficientes original. Nos
encontraremos con dos casos cuando encontramos el sistema reducido,

1. Si la matriz de coeficientes es la identidad (esto sucede para el caso de
SCD), entonces la matriz de términos independientes son las soluciones
del sistema.

2. Si la matriz de coeficientes tiene columnas extra (esto sucede para el
caso de SCI), entonces las columnas no nulas representan variables
libres que deben ser transformadas en parametros.

Ejemplo: resolucion de un SCD utilizando método de Gauss-
Jordan.
Resuelva el sistema,

2 +y —z = -3
r =2y +2z = 1
20 +y 4z = 5
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Ejemplo: resolucién de un SCI utilizando método de Gauss-Jordan.
Resuelva el sistema,

r 3y —=z t =1
—r =3y +2z =
r +3y +2t = 4

3.3.4. Regla de Cramer.

La regla de Cramer permite resolver un sistema utilizando el célculo de
determinates. El valor de cada variable se puede determinar como,

|As,|

Tr; =
|Al

donde |A| denota el determinate de la matriz de coeficientes y |A,,| denota
el determinante de la matriz en la que se ha sustituido la columna i-ésima
relativa a los coeficientes de la variable x; por la matriz de términos
independientes. Notese que para aplicar la regla de Cramer se requiere
dividir entre |A|, por lo que este ha de ser no nulo, es decir, es necesario,
de nuevo, que la matriz A sea invertible. No en vano, algunos textos llaman
matriz de Cramer a una matriz que sea invertible, y dicen que el sistema
AX = B es un sistema de Cramer cuando A es invertible.

Ejemplo: resolucién de un SCD utilizando la regla de Cramer.
Resuelva el sistema,

2 4y —2z = =3
FIF YV - -1
E & T4=1%

Existe una extensién de la regla de Cramer que va a permitir resolver
sistemas compatible indeterminados. Esta extension consiste en traducir a
parametros las variables libres del sistema (que vendran determinadas a
partir del rango de la matriz de coeficientes) y aplicar la regla de Cramer
sobre las ecuaciones del sistema que son linealmente independientes.
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Ejemplo: resoluciéon de un SCI utilizando la regla de Cramer ex-
tendida.

Resuelva el sistema,

r +3y -z t =1
—r =3y +2z = 2
r 43y +2t = 4

3.3.5. Factorizacion LU.

Sea A la matriz de coeficientes del sistema AX = B que esta representado
en forma matricial. Si descomponemos la matriz A de la forma A = LU
donde L es una matriz triangular inferior y U es una matriz triangular
superior, entonces AX = B se transforma en LUX = B. Si llamamos
Y = UX obtenemos el sistema LY = B que es sencillo de resolver para
Y puesto que la matriz L es triangular. Una vez conocemos los valores de
Y que satisfacen LY = B los podemos utilizar para resolver un segundo
sistema Y = UX donde ahora las incognitas son las de la matriz X, y una
vez encontrada esta solucién, habremos resuelto el sistema original AX = B.

Ejemplo: resolucién de un SCD utilizando factorizacién LU.
Resuelva el sistema,

PRV IR 3
r =2y +2z = 1
20 +y  +z = 5
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3.4. Ejercicios resueltos.

Ejercicio 01:
Discuta y resuelva el sistema,

r+2y+324+4t = 10
dr+3y+224+1 = 10
Tr+4y+z = 10+2t
x+y = z+3t

Ejercicio 02:
Discuta y resuelva, en funcién del parametro, el sistema,

r+y+(b+1)z = 1
z+ b+ Dy+2z = b
(b+Dz+y+z = b+5

Ejercicio 03:
Discuta y resuelva, en funcién de los parametros, el sistema,

ar +bz = 1
ar+cz = 0
br+cy = 0

Ejercicio 04:
Discuta y resuelva, en funcion de los parametros, el sistema,

T+2Yy+z = 2
r+y+2z = 3
r+3y+az = 1
20 +3y+32 = b
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Ejercicio 05:
Discuta, en funcion de los parametros, el sistema,

r+y+abz = b
ar+y+bz = 1
r4+ay+bz = 1

Ejercicio 06:
Discuta, en funcion del parametro, el sistema,

(1—a)x+(2a+1)y+ (2a+2)z = a
ar +ay = 2a + 2
2¢+(a+Dy+(a—1)z2 = a*—2a+9

Ejercicio 07:
Discuta, en funcion del parametro, el sistema,

(a+Dz+y+z = a*>+3a
r+(a+y+z = a®+3a?
r+y+(a+1)z = a'+3a®
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Capitulo 4

Espacios vectoriales

4.1.

Definicion.

Un K-espacio vectorial (o espacio vectorial sobre K) es una terna
(V,+,-) donde V' es un conjunto no vacio, + es una operacién interna en
V, que llamaremos suma, y - es una operacion externa sobre V' con elemen-
tos en el cuerpo K y que llamamos producto, y tales que cumplen:

1.
2.
3.

La suma es asociativa: u+ (v +w) = (u+v) +w para todo u,v,w € V.
La suma es conmutativa: « + v = v + u para todo u,v € V.

La suma tiene elemento neutro: existe Oy € V tal que 0 + u = u para
todo u € V. A este elemento lo llamamos vector nulo o vector cero.

Todo elemento de V tiene un elemento opuesto: existe u’ € V tal que
u+ v’ = 0y para todo u € V. El opuesto es 1inico y lo denotamos por
—U.

El producto es distributivo respecto a la suma de vectores: a(u +v) =
au + av para todo u,v € V y cualquier a € K.

El producto es distributivo respecto a la suma de escalares: (a+ f)u =
au + fu para todo u € V' y cualquier o, f € K.

El producto es semi-asociativo: (af)u = «o(fu) para todo u € V' y
cualquier o, f € K.

. El producto tiene elemento neutro: lu = u para todo u € V siendo 1

el elemento neutro del producto en K.

A los elementos de V' los llamamos vectores y a los elementos de K los
llamamos escalares.
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4.2. Espacios vectoriales notables.

4.2.1. Un cuerpo K sobre si mismo.

Sea K un cuerpo cualquiera con la suma y el producto usual. Entonces
K es un K-espacio vectorial.

Ejemplo: R es un R-espacio vectorial. I

4.2.2. Un cuerpo K sobre otro cuerpo K.

Ejemplo: R es un Q-espacio vectorial. I

4.2.3. K" es un K-espacio vectorial.

Si definimos K" = {(z1,2,...,2,) x; € K} y las operaciones suma y
producto,

(1,2, ooy Tn) + (Y1, Y2, vy Yn) = (X1 + Y1, T2 + Y2, ooy T, + Yn)

]{7(331, g oo .In) = (k‘l’l, ]CJJQ, 000 kl’n)

entonces K™ es un espacio vectorial sobre el cuerpo K.

Ejemplo: Si (K,+,:) es un cuerpo, entonces K" es un espacio
vectorial.

4.2.4. M,,,(K) es un K-espacio vectorial.

Definimos M,,,,(K) como el conjunto de todas las matrices de tamano
n X m con coeficientes en el cuerpo K y las operaciones + y - como la suma
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y el producto por escalares usuales en matrices. Entonces, M,,,(K) es un
K-espacio vectorial.

Ejemplo: Si (K, +, ) es un cuerpo, M,,,(K) es un K-espacio vectorial.

4.2.5. K,[z] es un K-espacio vectorial.

Defimos K, [z] como el conjunto de todos los polinomios de grado menor
o igual que n con coeficientes en el cuerpo k, y las operaciones + y - como,

(ap+ a1z + asr?+ ...+ a,a™) + (by + b1z + baz?® + ... + bya™) =
= (ap+bo) + (a1 + b1)x + (ag + bo)z? + ... + (a, + by)z"

k(ag + a17 + as2® + ... + anz™) = (kag) + (ka1)r + (kag)z® + ... + (kay)z"

entonces K, [x] con estas operaciones es un K-espacio vectorial.

Ejemplo: Si (K, +,) es un cuerpo, K,[z] es un K-espacio vectorial.

4.2.6. F(S,K)={f:59 — K} es un K-espacio vectorial.

Definimos F (S, K) = {f : S — K} como el conjunto de todas las aplica-
ciones de S en K, y las operaciones + y - como,

(f +9)(s) = f(s) +9(s)
(kf)(s) = k[f(s)

entonces F (S, K) con estas operaciones es un K-espacio vectorial.

Ejemplo: Si (K, +,-) es un cuerpo, F(S5, K) es un K-espacio vectorial.
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4.3. Vocabulario basico.

4.3.1. Combinacion lineal.

Sean vy, vq, ..., v, vectores del K-espacio vectorial V. Se dice que el vector
u € V es una combinacién lineal de estos n vectores si existen escalares
a1, Qo, ..., q, € K de forma que u = aqv; + asvs + ... + a,v,. A los escalares
«; los llamamos coeficientes de la combinacion lineal.

4.3.2. Dependencia/independencia lineal.

Sean v1, V9, ..., v, vectores del K-espacio vectorial V', se dird que estos n
vectores son linealmente independientes si el inico valor que pueden tomar
los coeficientes de la combinacion lineal ajv; + asvs + ... + a,v, = 0, es
a; = ap = ... = a, = 0. En otro caso, se dira que los vectores son linealmente
dependientes, es decir, en este caso existird algunos coeficientes «; # 0 tales
que aqv; + asvy + ... + apv, = 0. A un conjunto de vectores linealmente
independientes se les denomina (a veces) conjunto libre de vectores.

Un conjunto de vectores es linealmente dependiente si y sélo si uno de
ellos se puede obenter como una combinacién lineal de los restantes.

Ejemplo: Independencia lineal.
Dados los vectores v = (1,1,1,1), v3 = (1,0,0,1) y v3 = (3,2, 2,3), compro-
bar si son linealmente independientes.

Ejemplo: Independencia lineal.
Dados los vectores v; = (1,1,0,m), vo = (3, —1,n,—1) y v3 = (—3,5, m, —4),
estudiar para que valores de m y n son linealmente dependientes. En ese caso
expresar vs como combinacion lineal de vy y vs.

Resultados importantes:

= Si 0 € S entonces S es linealmente dependiente.
» {u} es linealmente independiente si y silo si u # 0.
» Si el conjunto de vectores {vy,vs,...,v,} es linealmente dependiente,

cualquier ampliacion {vy, va, ..., Un, Uni1, .o, Untk } €8 linealmente depen-
diente.
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= Si el conjunto de vectores {vy, Vg, ..., Up, Up i1, - Unak } €8 linealmente in-
dependiente, entonces cualquier reduccién {vq, vy, ..., v, } es linealmente
independiente.

4.4. Sistemas generadores y bases.

Si S es un subconjunto no vacio de un K-espacio vectorial V', entonces,
el conjunto de todas las combinaciones lineales de elementos de S, que
denotaremos por (S), es un subespacio vectorial de V', y ademads, es el menor
subespacio vectorial de V' que contiene a S. Ademas, se dice que S es un
sistema generador (o sistema de generadores) de V' si (S) = V. Diremos
que S esun sistema generador de un subespacio vectorial U de V', si (S) = U.

Una base de un espacio vectorial es un sistema generador en el que todos
los vectores son linealmente independientes.

Ejemplo: Base.
Comprobar si los siguientes conjuntos de vectores generan R? y sefialar cudles
son una base,

1. {(1,2),(1,0),(0,1)}
2. {(1,2,1),(1,0,1), (2,3,2)}

Resultados importantes:

= Si S es un conjunto linealmente independiente de vectores y u ¢ S,
entonces S U {u} también es un conjunto de vectores lienalemente in-
dependientes.

= Todo espacio vectorial no nulo tiene una base.

» (Steinitz) Si {v,vs,...,v,} son una base del espacio vectorial V| y
{uy,us,...,u,} es un conjunto de vectores linealmente independien-
tes con m < n, entonces se pueden sustituir m vectores de la base
{v1, v, ...,v,} por los vectores {uy, us, ..., U, } obteniendose una nueva
base.
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= Todo conjunto de vectores linealmetne independiente puede completar-
se a una base.

= Todas las bases de un espacio vectorial finitamente generado no nulo
tienen el mismo nimero de elementos.

» Si el conjunto de vectores {vy,vs,...,v,} es sistema generador de
V 'y wv; es combinacién lineal de los deméas vectores, entonces
{v1,v9, ..., Vi_1,Vit1, ..., U } también es sistema generador.

Si V' es un K-espacio vectorial de dimensién finita y no nulo, se llamara
dimensién de V, y lo denotaremos por dimg (V) o por dimV cuando esté
claro el contexto, a la cantidad de vectores que conforman cualquier base de
V. Si V =0 diremos que dimV = 0. Si V no tiene dimension finita, diremos
que tiene dimensién infinita, dimV = oo.

Si U # 0 es un subespacio vectorial del espacio vectorial V', entonces
dimU < dimV', y ademas dimU = dimV < U = V.

Llamaremos rango del conjunto de vectores {vi,vs,...,v,} del espacio
vectorial V' a la dimensién del subespacio vectorial generado por ellos.

4.5. Matriz de cambio de base.

Si V es un K-espacio vectorial de dimension finita, se llaman coordenadas
de un vector v € V con respecto a la base f = {uy,us,...,u,} a la inica
n-upla (1, @, ..., ) € K™ tal que v = xyu; +xaus + ... + T, u,. Se representa
vg = (T1, Ta, ooy Tp).

Ejemplo: coordenadas de un vector respecto a una base.
Expresar el vector (1,2,3) en coordenadas de la base

6={(1,-1,2),(0,1,1),(1,0,4)}

Sean 8 = {uy,ug,...,u,} y 1 = {v1,vs,...,v,} dos bases del K-espacio
vectorial V. Las ecuaciones que nos permiten obtener cualquier vector que
esté expresado en cordenadas de la base 3, wg,, como un vector expresado
en coordenadas de la base 3, wg, se llaman ecuaciones del cambio de base

de 61 a B Supongamos que wg = (.%1,33'2, "-7‘1'71)7 y que wg, = <y17y27 "'7yn)7
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entonces
anyr + aiy: +..+ Ay = X1
a21y1 + QY2 +...+ AopYn = T2

Y1 + An2Y2 +.ct GupYn = Tn

donde v, = (aij, ag;, ..., an;j). A partir de la expresion matricial de este sis-
tema obtenemos la matriz de cambio de base de (5, a [,

a1 ai2 . QA1np

21 A292 e Qon,
Mgs, =

Ap1  Ap2 e Ay,

: |
Importante: Mg g = Mg, .

Ejemplo: construir matriz de cambio de base.
Dadas las bases

61 == {(17 _172)’ (07 L 1)7 (1’0’4)}
62 - {(17070)7 (O’ 1’ 1)7 (17 170)}

determinar Mg, g,

4.6. Subespacios vectoriales.

Sea V un K-espacio vectorial. Un subconjunto no vacio U de V se dice
que es un subespacio vectorial de V' si cumple las dos condiciones siguientes:

1. Siu,v € U, entonces u+v € U (U es cerrado para la suma de vectores).

2. S5iueU,yac K, entonces au € U (U es cerrado para el producto
por escalares).

Estas dos condiciones se pueden aunar en una soéla,

» Siu,v € U,y o, € K, entonces au + fv € U (U es cerrado para
combinaciones lineales).
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Ejemplo: subespacio vectorial por definicion.
Estudiar si los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de R*,

1. A={QBz,z,z +y,y)|lz,y € R}
2. B=/{

5E1,$27$3,$4)|$1 c Ty = 0}

bt

Q

Il
~—

1

&

I
——

$1,l’2,[[’3,$4)|1’1 = t,[[’g = t,l’g = 2t,l‘4 = 5t,t c R}

Un subespacio vectorial puede expresarse de distintas forma: como el subes-
pacio generado por un conjunto de vectores, como el subespacio generado por
una base, como el conjunto de soluciones de una ecuacién en forma general
o paramétrica. En cualquier caso, y sean cuales sean los datos, debemos ser
capaces de obtener una base y las ecuaciones general y paramétrica de dicho
subespacio.

4.6.1. Subespacio generado por un conjunto de vecto-
res.

Dado el conjunto generador obtendrémos una base quedandonos con un
subconjunto que sea linealmente independiente. Desde este subconjunto de
vectores crearémos la ecuacion paramétrica de forma inmediata y a partir
de esta, la forma geneneral.

4.6.2. Ecuaciones de un subespacio vectorial.

Todo subespacio vectorial U de un espacio vectorial V' de dimension finita
puede ser interpretado como el conjunto de soluciones de un sistema de ecua-
ciones lineales, el que expresa un vector arbitrario © € U como combinacién
lineal de los elementos de una base 8 de U, fy = {u1, us, ..., u, },

U = LUy + ToUg + ... + TpUy

Esta es la ecuacién paramétrica del subespacio U. Cualquier sistema
homogéneo que tenga como solucion esta ecuacién se llamard ecuacién
cartesiana, genral o implicita del subespacio U.
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La cantidad de ecuaciones cartesianas necesarias para representar un
subespacio vectorial U de V seran dim(V') — dim(U).

Ejemplo: dado un sistema generador obtener una base y las ecua-
ciones del subespacio.
Sea

S =<(1,2,3,4,5),(2,3,4,5,1),(3,4,5,1,2),(0,1,2,8,4), (1,1,1,3,2) >

obtener para S una base y sus ecuaciones general y paramétrica.

Ejemplo: obtener una base a partir de las ecuaciones de un subes-
pacio.
Sea

S = {($1,[B2,I3,$4,$5)|[L’1 + ) +I’3 — Xy — Ty = 0,[L‘3 — Ty — 2%5 = 0}

obtener para S una base.

4.6.3. Espacio de filas y espacio de columnas de una
matriz.

Dada una matriz A € M,,,,(K), llamamos espacio de filas y lo denotamos
por F(A) al espacio generado por las filas de la matriz A. De la misma
forma, llamamos espacio de columnas y lo denotamos por C(A), al espaco
generado por las columnas de A.

Ejemplo: espacio de filas/columnas de una matriz.

Sea
-1 2 0
0O 1 -1
iniil 0O 1 -1
0O 1 -1

calcular las ecuaciones implicitas del subespacio de filas y del subespacio de
columnas de A.
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4.6.4. Subespacio interseccion.

Si Uy y Us son subespacios vectoriales de un K-espacio vectorial V,
entonces U; N Uy es un subespacio vectorial de V.

Ejemplo: obtener una base a partir de las ecuaciones de un subes-
pacio.
Sean

S1 = {(x1, 2,23, x4, T5) |71 + T2+ T3 — x4 — x5 = 0,25 — 4 — 225 = 0}

Sy = {(x1, X2, x3, T4, T5) |71 + T2+ T3 — x4 — x5 = 0,25 — x4 — 225 = 0}

obtener S; N S,.

Clave: El subespacio interseccién se puede determinar de forma sencilla
a partir del sistema formado por las ecuaciones cartesianas de los dos

subespacios.

4.6.5. Subespacio suma. Suma directa.

Si U; y Us son subespacios vectoriales de un K-espacio vectorial V,
entonces Uy + Uy = {ug + ug|u; € Up,ug € Us} es el menor subespacio
vectorial de V' que contiene a U; y U,. A este subespacio se le denomina
suma de Uy y Uy. Uy + Uy = (U UUs). Esta suma se dird que es suma
directa, y la denotaremos por U; @& Us si ademds sucede que Uy N Uy = {0}.
Ejemplo: obtener una base a partir de las ecuaciones de un subes-

pacio.
Sean

S1 = {(x1, ke, x3, T4, T5)|T1 + T2 + T3 — x4 — x5 = 0,23 — T4 — 225 = 0}

Sy = {($1>$2,$3,$4,$5)|$1 + x4+ 23 —24— 25 =0,03 — x4 — 225 = 0}

obtener S; U Ss.

Clave: El subespacio suma se puede obtener a partir del sistema ge-
nerador formado por la uniéon de los vectores de las bases de los dos

subespacios vectoriales.
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4.6.6. Formula de Grassmann.

Si Uy y U, son subespacios vectoriales de un K-espacio vectorial V' de
dimensién finita, entonces

4.6.7. Espacio cociente.

Sean V un K-espacio vectorial y U un subespacio vectorial de V. Se dice
que v1,v9 € V estén relacionados médulo U si vy — vy € U. Entonces V/U es
un K-espacio vectorial con las operaciones + y -,

[u] +[v] = [u+ 2]
klu] = [ku]
y lo llamamos espacio vectorial cociente de V por U. Ademss,

dim(V/U) = dim(V) — dim(U)

Ejemplo: subespacio cociente.
Sean el subespacio vectorial de (R)3,

U={(x,y,2)|lz+y+2z=0}

Determinar si las siguientes parejas de vectores determinan la misma clase
de equivalencia,

w u=(0,1,3) yv=(1,1,2),

»u=(1,1,1)yv=(2,1,0).

Determine una base del espacio cociente (R)?/U y calcule las coordenadas
del vector w = (1,2, 3) en dicha base. obtener S; U Ss.
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4.7. Ejercicios resueltos.

Ejercicio 01:
Sea el subespacio vectorial S C R* de base s = {(1,0,2,1),(1,1,—1,-1)}

1. Determine la dimension de S.

2. Estudie para qué valores de a, (2,a,1,0) € S.

3. Halle las ecuaciones implicitas de S.

Ejercicio 02:
Dados los subespacios U y V de R,

U={(z,y,2,t)]20 + 2y — 2= 0,2 + 3y +t = 0}
V=A{(z,y,z,0)|3z+y -5t =0,z + 2z — 4t = 0}
1. Encuentre una base y unas ecuaciones del subespacio U + V.

2. Determine k para que (2,%,2,1) e U+ V.

3. Para dicho valor de k determine las coordenadas de (2,k,2,1) en la
base hallada en el apartado 1.
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Ejercicio 03:
Dados los subespacios U y V de R*,

U=A{(x,y,z,t)|br+2=2y+t,2x+t =3y}
V =<(1,0,1,0),(2,0,a,—1) >
1. Halle una base de U.

2. Determine a para que NO se cumpla U @ V = R*.

3. Para dicho valor de a calcule bases para U +V yUNV.

Ejercicio 04:
Dados los subespacios U v V de R4,

V =<(0,1,2,3),(3,2,1,0) >
1. Halle una base y unas ecuaciones para U + V.

2. Halle una base y unas ecuaciones para U N V.

3. Para dicho valor de a calcule bases para U +V yUNV.

Ejercicio 05:
Extienda el conjunto de vectores V = {(1,-2,0,1),(4,2,2,1),(5,4,3,2)} a
una base de R* utilizando un vector de la base candnica.
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Ejercicio 06:
En el subespacio Ry[x] de los polinomios de grado < 4 se consideran los
subespacios

U=<az(z+D)@*+1),(z+1)> (z+1)?*>

V=<az*-Lax+1)(z-1),(+1)*+1) >

encuentre una base del subespacio U NV y determine cual de los polinomios
estd en él: p(z)x? y/o q(z) = (x + 1)(2® — 1).

Ejercicio 07:
En el espacio vectorial R3[z]| de los polinomios de grado < 3 se considera el
subespacio

U = {p(z)|p(2) = p(3) = 0}

Determine su dimensién y una base.

Ejercicio 08:

En el K-espacio vectorial K* se sabe que en el subespacio V =< vy, v, v3 >,
V1 ¥ 2 no son proporcionales y que el subespacio W esta generado por una
Unica ecuacién implicita. Demuestre que V N W £ 0.

Ejercicio 09:

En el R-espacio vectorial F(R,R) de las funciones de R en R decida si las
siguientes funciones son linealmente independiente: f(x) = 1, g(z) = 27,
h(z) =27*.



Aspire-ES15
Resaltar
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Ejercicio 10:
En el R-espacio vectorial R3[x] de los polinomios de grado < 3 con coeficientes
reales, se pide

1. Estudie si el conjunto S = {z® — x + 1,2% — x, 3} es linealmente inde-
pendiente.

2. Ampliar S hasta una base de Rs[z].

3. Escribir las coordenadas del vector 3 + 22 + 2 + 1 en la base obtenida
en el apartado 2.

Ejercicio 11:
Sea U el conjunto de matrices de la forma

(40)

con a,b € R. Demuestre que U es un subespacio vectorial de My(R). Deter-
minar su dimensién.

Ejercicio 12:
Sea U el conjunto de matrices de la forma

—a 0
b a+b

con a,b € R. Demuestre que U es un subespacio vectorial de M;(R). Deter-
minar su dimension y una base.
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Ejercicio 13:
Sean
U=<(11,a),(a,1,1) >

V=<(-1,a,-1),(1,1,1) >

. Calcular la dimensién de U NV segun los valores de «.




Capitulo 5

Espacio vectorial euclideo

5.1. Introduccion.

Un espacio vectorial euclideo es un espacio vectorial que desde una
interpretacion geométrica satisface los axiomas de Euclides de la geometria
clasica. Para definir este tipo de espacio vectorial vamos a necesitar trabajar
con un espacio vectorial real y dotarlo de una unidad de medida (una norma)
a través del producto escalar.

5.2. Producto escalar.

El producto escalar sobre un K-espacio vectorial V' es una aplicacion
<, > VxV-—=>K
que verifica,
s < u,v>=<wv,u > para todo u,v € V.
s <u+tw,v>=<u,v >+ < w,v > para todo u,v,w € V.
s < ku,v>=k <wu,v>paratodou,veVykekK.
s < wu,u>>0paratodou e V. <u,u>=0siysolosiu=0.

Un espacio vectorial euclideo es un par (V,<,>) formado por un
R-espacio vectorial V' y un producto escalar definido en él. Sobre un mismo
espacio vectorial, distintos productos escalares daran lugar a distintos
espacios vectoriales euclideos.
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5.3. Forma matricial del producto escalar.
Matriz de Gram.

Dado un espacio vectorial euclideo (V,<,>) de dimensién finita y § =
{v1,v9, ...,v,} una base de V. Llamamos matriz de Gram (matriz métrica)
respecto a la base [ a la matriz,

a1;p Q12 e A1p

21 Q29 . Qo
A=

Ap1  Ap2 e Qpn

donde a;j =< wv;,v; >. Esta matriz es simétrica y nos permite definir el
producto escalar de forma matricial,

<xzy>=X'AY

5.4. Definiciones.

Dado un espacio vectorial euclideo (V, <, >), se define la norma (mdédulo)
de un vector u € V' como |ju|| = /< u,u >
La norma tiene las siguientes propiedades,

= JJull = 0.

|lu|| = 0 siy solo si u=0.

lawll = fal[[ul]

| <y > < lzllyl-

Iz +yll < ll=[l[lyll-

Llamaremos angulo entre los vectores x e y al Unico nimero real «,

0<a<m, que
 <my>

I

Dos vectores x,y € V son ortogonales, y se denota por zly, si
<x,y>=0.

cos(a)
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5.5. Base ortogonal. Base ortonormal.

Dados un espacio vectorial euclideo (V,<,>) de dimensién finita y
f = {v1,vs,...,v,} una base de V. Se dice que 5 es una base ortogonal si
los vectores que la forman son ortogonales dos a dos, es decir, < v;,v; >=0
para todo ¢ # j. Se dird que es una base ortonormal si ademés todos los
vectores tienen norma 1, es decir, ||v;|| = 1.

Resultados importantes:

» La base [ es ortogonal si y solo si la matriz de Gram respecto de esta
base es diagonal.

= La base [ es ortonormal si y solo si la matriz de Gram respecto de esta
base es la identidad.

s [a matriz de cambio de base entre dos bases ortonormales es una matriz
ortogonal. Verifica, Pt = P~ 1.

» Todo vector z € V verifica que z = > | <”f)’7|’i2> v;. Los coeficientes de
k2

esta combinacién lineal se conocen como coeficientes de Fourier de x
en la base .

5.5.1. Construccién de una base ortogonal.

’Video: construccién de una base ortogonal. ‘

5.5.2. Meétodo de ortogonalizacién de Gram-Schmidt.

Dados un espacio vectorial euclideo (V, <, >) de dimensién finita y g =
{v1, v, ..., v, }, queremos encontrar una base {u, us, ..., u, } ortogonal de V.
Se procede de forma iterativa,

1. Uy = vq.
_ <v2,u1>
2. Uy = Vg — T2 Ui .
_ _ <w3,u2> _ w3, u1>
3. ug = U3 — ST le T Tt
4. ...

Si queremos que esta base sea ortonormal, entonces dividimos cada vector
entre su norma.

Video: Calculo de una base ortogonal-Gram Schmidt.
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5.5.3. Proyecciéon ortogonal.

Dados un espacio vectorial euclideo (V, <, >) de dimensién finita y U un
subespacio de V', llamamos complemento ortogonal de U al conjunto

Ut ={z e V|z LU}

. Este conjunto es un subespacio vectorial de V y ademés V = U & U+ con
dim(U~+) = dim(V) — dim(U).

Dados un espacio vectorial euclideo (V,<,>) de dimensién finita y U
un subespacio de V. Todo vector z € V puede escribirse de forma tnica
como suma de un vector en U y otro vector en U™, es decir, z = u + v con
u € U y v € U+, Diremos que u es la proyeccién ortogonal de & sobre U, y
lo denotaremos por py(z). Andlogamente, v es la proyeccién ortogonal de x
sobre U, y lo denotaremos por py.(x).

’Video: Calculo de la proyeccién ortogonaﬂ

5.6. Ejercicios resueltos.



Capitulo 6

Aplicaciones lineales

6.1. Definicion de aplicacién lineal.

Sean U y V dos K-espacios vectoriales. Se dice que la aplicacion f: U —
V es una aplicacién lineal (homomorfismo de espacios vectoriales), si cumple:

1. f(uy +u2) = f(ur) + f(ug), para cualquier uy,uy € U.
2. f(ku) = kf(u) para todo u € U y todo k € K.
Estas dos condiciones se pueden aunar en la siguiente,

w f(kiug+koug) = k1 f(ur) +kaf (ug) para todo uy, us € Uy todo ky, ke €
K.

Idea clave: Una transformacién lineal respeta las estructuras de un
K-espacio vectorial.

Ejemplo: aplicacién lineal por definicién.
Estudiar cuales de las siguientes son aplicaciones lineales,

1. f:R? — R? dada por f(v) = kov con kg € R fijo.
2. f:R®— R3 siendo f(z,y,2) = (z,1,2).
3. f:R*—= R3con f(z,y,2) = (22 — y*,0,0)-

4. f:R3 = R3siendo f(x,y,2) = (r+y+2z,2+vy,2).

5. f:R® = R%siendo f(x,y,2) = (v —y,x + 2).
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6.1.1. Expresion analitica.

La expresion analitica de una aplicacién lineal f : U — V, entre los
K-espacios vectoriales U y V', es aquella nos describe los vectores del espacio
de llegada como la imagen de un vector en el espacio de salida, es decir,
es de la forma f(u) = v siendo u € U y v € V. Se dice que v es la ima-
gen del vector u por medio de f, o que u es la antiimagen de v por medio de f.

Nota: Las aplicaciones descritas en el ejemplo anterior estan expresadas
en forma analitica.

6.1.2. Expresién matricial.

Si tenemos una aplicacién lineal f : U — V entre los K-espacios vecto-
riales U y V' con bases By = {uy, us, ..., un} y By = {v1,v2, ..., v, }, entonces
sucede que f(u;) es combinacion lineal de elementos de la base By, es decir,
para todo u; € By existen a;; € K de forma que

m

f(U]> = aljvl + (lgj’l)g =+ ...+ amjvm = Z CLijUi7

=1

lo que implica que para cualquier vector u € V', que se podra escribir de la
n .
forma u = xyu; + xoUs + ... + TLU, = ijl xjuj, se tiene

fw) = fOiowyuy) =300, o f(u;) =
Z?:l Tj ) iy WijVi = Z] 1 D iey (T5ai5)vi
= > (2;1 Tj0;5) Vi

I

de donde tenemos que wug, = (T1,T2,..x,) ¥ [f(u)s =
(D)1 Tjarj, D5y Tjaajy -y Y iy Tjayy),  por  lo  tanto,  simplifican-
do notacién y llamando f(u)s, = (v1,Y2,...,Yn), tenemos que
Y = Z?zl Tja;; = QT + @p%y + ...+ ainz, lo que da lugar a un

sistema con n incognitas y m ecuaciones, que en forma matricial podemos
expresar,

U1 a11 Q12 ... Qi1n T
Yo Q21 Q22 ... Q2n T2

Ym Ap1  QAp2 cee Apn Tn



6.1 Definicién de aplicacion lineal. 79

de donde,
a1;p Q12 A1p
21 Q22 ... Q2pn
Mg, 5, (f) =
Ap1  Ap2 Qpn

diremos que es la matriz de la aplicacion lineal respecto de las bases [y y
Pv. A la expresion f(u)s, = Mp,s,(f)ug, la llamamos expresion matricial
de la aplicacién lineal.

6.1.3. Resultados importantes.

» Dada una aplicacion lineal f: U — V| si U’ es subespacio vectorial de
U, entonces f(U’) es subespacio vectorial de V.

» Dada una aplicacién lineal f: U — V| si V' es subespacio vectorial de
V, entonces f~1(V') es subespacio vectorial de U.

» Dada una aplicacién lineal f : U — V, si {uy,...,u,} es un sistema
generador de U, entonces { f(u1), ..., f(u,)} es un sistema generador de
Imgf.

Ejemplo-imagen y antiimagen de un vector.
Sean f : R3 — R3 y g : R? — R? las aplicaciones lineales dadas por

f(@,y,2) =(s+y+ 2,8+ Y, 2)

g(iﬂ,y,Z) = (I’-y,x—l-Z)
ysean V =< (1,—1,0),(1,1,1) > y W = {(3\,2)\, )|\ € R}. Calcule

L f(V)yg(V),
2. ffl(0,0, 0) y g*1(2,2, 1),
3. fHW).
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6.2. Subespacios Nucleo e Imagen.

Dada una aplicacién lineal f : U — V, se define el nicleo de f y se
denotard por Nuc(f) o por Ker(f), como el conjunto de todos los vectores
del espacio de salida cuya imagen es el vector trivial del espacio de llegada,

Kerf = f7(0) = {u € U|f(u) = 0}

Dada una aplicacién lineal f : U — V, se define la imagen de f y se
denotard por I'mg(f), como el conjunto de todos los vectores del espacio de
llegada para los que existe una antiimagen,

Imgf=f(V)={veV|queU f(u) =v}

» Imgf es subespacio vectorial de V.

» Kerf es subespacio vectorial de U.

6.2.1. FEcuaciones.

El niucleo de una aplicacion lineal f : U — V. por definicion, es el
conjunto de vectores u € U tal que f(u) = 0, por lo tanto se pueden
encontrar sus ecuacions resolviendo el sistema homogéneo.

La imagen de una aplicacion lineal f : U — V, por defincion, es el
conjunto de vectores v € V' para los que existe u € U con f(u) = v, por lo
tanto se trata de encontrar condiciones sobre v para que el sistema propuesto
sea compatible.

6.2.2. Dimension y base.

El niclo y la imagen de una aplicacion lineal f : U — V son subespacios
vectoriales de U y V respectivamente, por lo tanto, el célculo de las
dimensiones y la base es equivalente a su andlogo en espacios vectoriales.
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6.3. Definiciones basicas.

6.3.1. Aplicacion lineal inyectiva, sobreyectiva y biyec-
tiva.

Una aplicacién lineal f: U — V es inyectiva si y solo si Kerf = 0.

Una aplicacién lineal f : U — V es sobreyectiva (o suprayectiva) si y
solo si Img(f) =V.

Una aplicaicon lineal f: U — V es biyectiva si y solo si es inyectiva y
sobreyectiva.

Dada la aplicacion lineal f: U — V', si U es de dimension finita, entonces
Kerf e Imgf son de dimension finita y ademaés,

dimU = dim(Kerf) + dim(Imgf)

Dada la aplicacion lineal f: U — V, se llama rango de de f, rang(f), a
la dimension de I'mgf, es decir,

rang(f) = dim(Imgf)

Dada la aplicacién lineal f : U — V con dim(U) = dim(V) (ambas
finitas), entonces f es inyectiva si y solo si f es sobreyectiva si y solo si f es
biyectiva.

6.3.2. Isomorfismo, endomorfismo, automorfismo.

Una aplicacién lineal f : U — V es isomorfismo de espacios vectoriales
si es una aplicacion biyectiva.

Una aplicacién lineal f : U — U se dice que es un endomorfismo
de un espacio vectorial U. Un endomorfismo biyectivo se dice que es
automorfismo.

Dos espacios vectoriales se dicen que son isomorfos y se denota por
U =2V si existe un isomorfismo entre ellos.

Sean U y V dos K-espacios vectoriales de dimensién finita, entonces

U =V siy solosi dim(U) =dim(V) .
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6.3.3. Operaciones.

Si tenemos dos aplicaciones lineales f : U — V y g : V. — W con bases
respectivas Oy, By v Bw, entonces

Mﬁwﬁu (g © f) = Mﬁwﬁv (g)MﬁvﬁU(f)

Una aplicacién lineal f : U — V entre dos K-espacios vectoriales U y V'
es un isomorfismo si y solo si Mg, 3, (f) es invertible. En tal caso se tiene

que MﬁUﬁv(f_l) = Mﬂ_vlﬁU(f)

Llamamos rango de la aplicacién lineal f : U — V al rango de la matriz
asociada a la aplicacién lienal, rang(f) = rang(Ms, g, (f)).

6.4. Cambio de base.

6.5. El espacio de las aplicaciones lineales.

Dados dos K-espacios vectoriales U y V', denotamos por L(U, V') al con-
junto formado por todas las aplicaciones lineales de U y V/,

LU V)=A{f:U — V|flineal}
Ademas, definimos las operaciones,

» Suma: dadas f,g € L(U,V), se define la suma f + ¢g: U — V como la
aplicacion (f +g)(u) = f(u) + g(u)

» Producto: dada f € L(U,V) y k € K, se define el producto kf : U — V
como la aplicacién (kf)(u) = kf(u)

Con estas dos operaciones, L(U,V') es un K-espacio vectorial que deno-
minamos espacio vectorial de las aplicaciones lineales de U en V.

Si tenemos dos K-espacios vectoriales U y V' de dimensiones n y m
respectivamente, entonces L£(U, V') es isomorfo a M,,,(K), lo que implica
que, dim(L(U,V)) = dim(U)dim(V').

6.5.1. Espacio dual.

Se llama espacio dual de un K-espacio vectorial V', y se denotara por
V*, al espacio vectorial Vx = L(V, K). A los elementos de V* se les llama
formas lineales sobre V. V* es isomorfo a V.
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6.6. Teorema de isomorfia.

Recordemos: Sean V' un K-espacio vectorial y U un subespacio vectorial
de V. Se dice que v1,vy € V estan relacionados moédulo U si vy — v € U.
Entonces V/U es un K-espacio vectorial y lo llamamos espacio vectorial
cociente de V' por U.

La aplicacién lineal 7 : V' — V/U, con m(v) = [v] (las clases de equiva-
lencia de v), es suprayectiva, se llama proyeccién canénica, y Ker(r) = U.

Recordemos: Sean V' un K-espacio vectorial de dimensién finita y U un
subespacio vectorial de V. Entonces

dim(V/U) = dim(V') — dim(U)
(Teorema de Isomorfia) Si f: U — V es lineal, entonces
Img(f) = U/Ker(f)

(Descomposicién canénica de una aplicacién lineal) Si f : U — V es
lineal, entonces se puede descomponer de la forma
f=jogor
donde 7 : U — U/Ker(f) es sobreyectiva, g : U/ker(f) — Img(f) es
isomorfismo, y j : Img(f) — V es inyectiva.

6.7. Ejercicios resueltos.

Ejercicio 01:
Sea f : R?* — R* la aplicacién lineal dada por

f(xvyaz) - (2$—y—27$+2y— 32’79—2@—9)
1. Calcule una base y unas ecuaciones de la imagen y del nucleo de f.

2. Calcule una base de f(U) donde U es el subespacio de R? generado por
la ecuacion x +y — 3z = 0.

3. Calcule unas ecuaciones de f~'(W) donde W es el subespacio de R?
W={(z,y,z,t)[xr+y+2z—t=0,2+ 2y — 2z =0}.
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Ejercicio 02:
Sea f:R3 — R3 la aplicacién lineal dada por f(z,y,2) = (x +y, 2, —2).

1. Calcule una base y unas ecuaciones de la imagen y del nucleo de f.

2. Calcule la descomposicién canénica de f-

Ejercicio 03:

Sea f : R?® — R*una aplicacién lineal. Se sabe que (1,1,3) € Ker(f) y que
F(1,0,1) = (1,2,3,4), f(1,1,b) = (1,0,1,0) v f(2,1,1 +b) = (b,b,2b, 2b)
para cierto b € R. Determine el valor de b y calcule la matriz de f en las
bases candnicas y una base de Img(f).

Ejercicio 04:

Sea f : R* — R una aplicacién lineal. Se sabe que (3,1) € Ker(f),
(1,-5,2) € Img(f) v que la segunda coordenada de f(—1,2) es 10. De-
termine la matriz de f en las bases candnicas.

Ejercicio 05:
Sea f : R* — R3 una aplicacién lineal. Calcule la matriz en las bases
canonicas de f, sabiendo que verifica que

f(1,0,0,0,0) = (1,0,0) y f(0,1,0,0) = (0,1,0)

y que ademas

Ker(f)={(x,y,z,y)|le—2y+2+t=0,2+y—22+4+t =0,20—y—2+2t = 0}
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Ejercicio 06:
Decida si existe una aplicacién lineal f : R> — R* con

Ker(f) =< (0,1,2,3,4),(4,3,2,1,0),(1,1,1,1,1) >

Img(f) =< (1,0,—-1,0),(1,1,1,2),(1,1,1,1),(1,2,3,4) >

Ejercicio 07:
Discuta si la aplicaién f : R* — R?® con

flz,y,2) =R +y+4z,x +y+2z,2+y+ 3z2)

es biyectiva, y en caso afirmativo, encuentre su inversa.

Ejercicio 08:
Sea f : R* — R? la aplicacién cuya matriz asociada en las bases candnicas

es,
10 0 0
-1 1 1 2
61 =4(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0),(1,1,1,1)}
52 = {(L 1)’ (072)}

bases de R* y R? respectivamente.

y sean

1. Calcule Mg, 5,(f)-

2. Calcular una base de Ker(f) y Img(f) en las bases candnicas.

3. Calcular una base de Ker(f)y Img(f) en las bases 31 y fs.
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Ejercicio 09:
Sea f:V — V un endomorfismo y

6 = {(17 1’ 1)(!7 (1’ 170)Ca (O’ 17 1)C}

una base de V siendo C la base canénica de V. La matriz asociada a f viene
dada por,

Mcﬁ =

- W
—_ O =
S o

donde a,b € (R) y f(1,-3,0)3 = (—7,—3,—10)3.
1. Demuestre que a =1y b= 1.
2. Calcule Mec(f).
3. Calcule Mpggs(f).

4. Determine las ecuaciones cartesianas, la dimensién y una base de
Ker(f) tomando como sistema de referencia la base C.

5. ;Puede la dimensién de Ker(f) ser distinta si consideramos la base C
o la base (7.

6. Determine las ecuaciones cartesianas, la dimensién y una base de
Img(f) tomando como sistema de referencia la base (.

Ejercicio 10:
Sea f : R? — R3 la aplicacién lineal definida por

flr,y,z2) =(r+y+z,x+ay+z,x+y+az)

1. Hallar el valor de a para el que f no es inyectiva, y para dicho valor,
determinar una base de Kerf y Imgf.

2. Para a = 0, hallar la matriz Mc¢(f) donde C es la base canénica de R3.

3. Para a« = 0, hallar la matriz Mpgg(f) donde S =
{(1,0,0),(1,1,0), (1,1,1)} es una base de R?.
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Capitulo 7

Diagonalizacion de matrices

7.1.

7.1.1.

7.1.2.

7.2.

7.2.1.
7.2.2.

7.3.

7.3.1.
7.3.2.
7.3.3.

7.4.

Matrices y endomorfismos.

Polinomio caracteristico. Valores y vectores pro-
pios.

Multiplicidad algebraica 'y multiplicidad
geométrica.

Matrices diagonalizables.

Matriz diagonal y matriz de paso.

Matrices simétricas. Diagonalizacién ortogonal.
Matrices no diagonalizables. Forma
canonica de Jordan.

Subespacio propio generalizado.

Construccion de los bloques de Jordan.

Construccion de la matriz de Jordan y matriz
de paso.

Valores y vectores propios complejos.
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Capitulo 8

Formas mutlilineales.

8.1. Formas bilineales.

8.2. Formas cuadraticas.
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